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Introduction

Ces notes constituent le support d’un cours dispensé en premiere année de ’Ensai. L’objectif principal
de ce cours est d’introduire le formalisme moderne de la théorie des probabilités. Un cours de probabilité
moderne ne saurait se dispenser des bases solides données par la théorie de la mesure. C’est ainsi que ce
cours est découpé en deux parties : la premiere est dédiée la construction de I'intégrale de Lebesgue dans
le formalisme de la théorie de la mesure; la seconde quant a elle s’attachera a introduire les concepts
fondamentaux de probabilité.

Dans 'axiomatique de la théorie de la mesure, on se donne un triplet (X, X, u) ot

— X est un ensemble ;

— X est une collection de parties de X dites parties mesurables;

— 1 est une fonction d’ensembles de X dans R, .

On s’attachera dans la premiere partie du cours a définir proprement la notion de partie mesurable et
mesure. Puis, on donnera un sens aux notations

[ rdn [ 1@ uan) owencore [ f@)a

Au vu de la notation utilisée ci-dessus a droite, on peut s’interroger sur l'utilité de construire une
nouvelle intégrale. D’autant plus que, comme nous le verrons, toute fonction numérique réelle, intégrable
au sens de Riemann sur un intervalle [a,b] de R, est en particulier intégrable au sens de Lebesgue et
les deux intégrales coincident. Avant de décrire le contenu de ce cours, prenons le temps de discuter les
raisons nous poussant a construire une nouvelle intégrale.

Pour cela, rappelons succinctement la construction de l'intégrale de Riemann. Soit f : [a,b] — R une
fonction bornée que I'on supposera positive pour simplifier. On considére une subdivision de 'intervalle
[a,b], notée o, a = tg < t1 < -+ < tp—1 < t, = b. Les sommes de Darboux inférieure et supérieure
relativement a la subdivision o sont définies respectivement par

n—1 n—1
_ . inf _ . )
s(f,0) ;(tm tz)xe[gfti+l]f(x) et S(f,0) ;(tm tz)mesggmf(w)

En notant & ensemble des subdivisions de 'intervalle [a, b], une fonction f : [a, b] — R est dite intégrable
au sens de Riemann si
inf{S(f,0) : 0 € &} <sup{s(f,0):0 € &}.

La valeur commune de cet infimum et ce supremum est alors notée f; f(x) de.

Cette construction a l'avantage de la simplicité, quelques lignes suffisent a définir I'intégrale de Rie-
mann. Cette simplicité est aussi son principal défaut : I’ensemble des fonctions intégrables au sens de
Riemann est trop restreint. La raison en est que l'intégrabilité au sens de Riemann impose une cer-
taine régularité sur la fonction f, celle-ci ne doit pas trop osciller au risque que les sommes de Darboux
inférieure et supérieure ne puissent coincider a la limite. C’est le cas par exemple pour f = 19 1jnq- Nous
verrons que cette derniére fonction est intégrable au sens de Lesbesgue et d’intégrale nulle. D’une maniére
plus générale, pratiquement toute fonction positive peut étre intégrée (dans un sens large, c’est a dire
Pintégrale peut étre infinie) au sens de Lebesgue ; de telles fonctions sont dites mesurables positives; en
fait, il y a bien un exemple de fonction de non mesurable mais sa construction utilise ’axiome du choix.

Cependant, s’il n’était seulement question que d’intégrer plus de fonctions, ce serait un peu court.
Le réel défaut de la notion d’intégrale au sens de Riemann est qu’elle n’est pas préservée par passage a
la limite : on peut exhiber une suite (f,),>0 croissante de fonctions Riemann intégrables qui converge
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simplement vers une fonction non intégrable au sens de Riemann'. Dans le contexte de I'intégrale de
Lebesgue, la positivité des fonctions f;, suffira a donner un sens a 'intégrale de la limite. Une condition
tout aussi simple pour des fonctions non partout positives existe bien entendu. Dans le contexte Riemann,
la bonne hypothese est en général la continuité et la convergence uniforme; celle-ci est beaucoup trop
technique et surcharge souvent inutilement les preuves.

Ses bonnes propriétés de convergence sont sans doute a mettre a l'actif de ce que l'intégrale de
Lesbesgue est définie comme une borne supérieure ; en ce sens, on approche l'intégrale de Lebesgue par
valeurs inférieures, contrairement a I'intégrale de Riemann qui est définie via la convergence de deux suites
adjacentes. Notons en outre que lors de la démonstration du théoreme de convergence monotone, nous
introduisons la fonction v = ul,<f. Lorsque u est une fonction étagée (la fonction u admet un nombre
fini de valeurs distinctes) alors v sera également une fonction étagée. Au contraire, si u est une fonction
en escalier, c’est a dire une combinaison linéaire d’indicatrice d’ouverts, et que f est raisonnablement
pathologique il est a peu pres sur que v n’héritera pas de cette propriété.

L’intégrale de Lebesgue est aussi plus maniable pour traiter le cas de fonctions présentant des sin-
gularités ou lorsque l'intervalle [a,b] considéré n’est plus borné. Considérons I'exemple de la fonction

flx) = ﬁ que 'on souhaite intégrer sur [0, 1]. Dans le contexte de 'intégrale de Riemann, on définit

L dx . L dx
0 \/E - Egr% € \/57
des que la limite & droite existe. Dans ce cas précis, le théoreme fondamental de ’analyse montre que
cette limite existe effectivement. Dans le contexte de I'intégrale de Lebesgue, la positivité et la régularité
de f? sur ]0,1] suffit & donner un sens a fol dz/+/z € [0,00) U{oo} 3. Le principe consiste & approcher f
par en-dessous par des fonctions étagées positives et passer a la limite. En approchant f par en-dessous,
la singularité en 0 n’est plus véritablement un probleme.

La théorie de Lebesgue date du début du siecle dernier, 'axiomatique de Kolmogorov formalisant
la théorie des probabilités dates des années trente (évidemment, nous avons pas attendu ce formalisme
pour faire du calcul de probabilités). Cette formalisation a le trés grand avantage de rendre transparente
la distinction artificielle entre les probabilités discrétes et diffuses (ou continues). Ceci a cofit, celui de
I’appréhension de ce morceau conceptuel que I'on appelle théorie de la mesure. Outre cette unification, ce
formalisme est rendu nécessaire lorsque les modeles probabilistes deviennent plus complexes : comment
faire du calcul de probabilités proprement sur des espaces tels que {0,1}" ou encore sur I’espace de
fonctions C°([0,1],R) ? La théorie de la mesure met ainsi & disposition des concepts clairs pour définir
et manipuler proprement des objets aléatoires comme le mouvement brownien — Figure la — qui est a
la base de beaucoup de modele de dynamiques réelles perturbées et/ou bruitées — Figures 1b, 1c et 1d.

Si nous devions citer un inconvénient de I'intégrale de Lebesgue, ce serait I’absence en tant que tel
d’un théoreme fondamental de I'analyse. En réalité, c’est un faux probléme puisque nous verrons que
toute fonction Riemann intégrable est Lebesgue intégrable et les intégrales coincident. Cela donne un
moyen simple de calculer explicitement, dans certains cas, 'intégrale de Lebesgue d’une fonction réelle.

Dans les cas concrets, I’ensemble X est naturellement muni d’une topologie permettant de définir les
notions de parties ouvertes, fermées, compactes ou encore les notions de convergences. La plupart du
temps, la topologie et la mesure sont définies de maniere consistante si bien que des propriétés liées aux
mesures et des propriétés de nature topologique se trouvent mélées. Nous insisterons ici essentiellement
sur le cas un peu plus restrictif mais souvent largement suffisant des espaces métriques. Néanmoins,
afin de bien distinguer les notions intrinsequement topologiques de celles propres aux espaces métriques,
nous définirons la notion d’espace topologique et démontrerons autant que possible les résultats dans
le contexte général des espaces topologiques. Ces notions sont introduites dans le chapitre 1 donnant
quelques rappels et des compléments d’analyse. On rappelle en particulier la notion d’espace vectoriel
normé. Les espaces vectoriels normés sont en particulier des espaces métriques. On termine ce chapitre
par considérer la propriété de compacité ainsi que la notion d’espace complet.

1. Soit en effet (¢n)n>0 une énumération de [0,1] N Q et posons, pour tout n >0, fr = > ¢_g 14,3 La suite (fn)n>0
est bien monotone croissante et pour chaque n > 0 est intégrable au sens de Riemann d’intégrale nulle. Enfin, la suite
(fn)n>0 converge simplement vers 1[g 1jnq-

2. La fonction f est continue, mais le raisonnement est valide plus généralement pour des fonctions qui seront dites
mesurables. La fonction 1gn[o,1) est un exemple de telle fonction.

3. Dans la suite, 'intervalle semi-ouvert [a, b[ sera toujours noté & la mode anglo-saxonne [a, b).
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(a) Processus de Wiener. (b) Processus d’Orstein-Uhlenbeck.
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(c) Modele de Black-Scholes. (d) Indice du Dow Jones : aott 2009 & aoiut 2019.

FIGURE 1 - (a) Cing réalisations du mouvement brownien W = (W,);>o aussi appelé processus de
Wiener. La variable aléatoire W est a valeurs dans I’espace des fonctions continue muni de la topologie
de la convergence uniforme sur les compacts. Le processus de Wiener est la loi limite naturelle du théoreme
central limite fonctionnelle, il a un réle similaire & la loi normale dans le cas réel. (b) Processus d’Orstein-
Uhlenbeck : (X;);>¢ satisfait ’Equation Différentielle Stochastique dX; = —0(Xy — p)dt + odW, (0 = 2,
u =3, 0 = 3). Le parametre 6 définit 'intensité de la force de rappel vers p. En bleu, la version sans bruit
(0 = 0). (c) Modele de Black-Scholes : 'EDS définissant cette dynamique est dX; = 7Xdt + o X dW,
(t =0.1, 0 = 0.07). Le parametre 7 modélise le taux d’intérét. En bleu, la version non bruitée, i.e. o = 0.
(d) Indice du Dow Jones sur la période aotit 2009 & aoiit 2019.

Le chapitre 2 est consacrée a la théorie de la mesure abstraite. Les axiomes ensemblistes de cette
théorie sont pour 'essentielle la traduction de propriétés intuitives du calcul d’aire ou de volume. L’un
des axiomes de la théorie de la mesure traduit cette assertion bien connue énongant que le tout est la
somme de ses parties. En substance, cela signifie que pour calculer I'aire de la réunion de deux parties
disjointes il suffit de sommer les aires de chacune des deux parties. La théorie de la mesure tire toute
sa puissance de ses théoremes limites. Ces derniers sont en réalité conséquence directe la propriété de
o-additivité qui n’est autre que ’extension du dicton ci-dessus a des réunions dénombrables d’ensembles
disjoints. On pourra se questionner sur cette restriction aux réunions dénombrables qui parait de prime
abord arbitraire. Il s’agit en fait d’'un compromis : cette restriction est suffisante car elle permet de
déduire les théoremes limites usuels et elle est nécessaire pour des questions de consistance de la théorie.
Pour ce dernier point, sans cet artifice, il arrive que le tout ne soit pas la somme de ses parties.

A ce stade, nous avons donc a disposition une collection de parties mesurables et une mesure qui
permet de les mesurer. Ces deux ingrédients permettent de construire de fagon abstraite une intégrale. 11
est important de préciser que cette construction ne donne pas de moyen pratique de calculer I'intégrale
d’une fonction arbitraire ; celle-ci est définie comme une limite qui peut étre ardue a calculer explicite-
ment. Par contre cette construction est complétement agnostique quant a la nature discrete ou diffuse de
la mesure considérée ce qui permet une théorie unifiée de I'intégrale. On termine ce chapitre par préciser
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le sens que 'on donne a cette intégrale lorsque la mesure sous-jacente est discréte ou diffuse. Dans le
premier cas, il s’agit simplement d’une somme (une série) et dans le second, on peut considérer trés
grossierement qu’il s’agit de la l'intégrale au sens usuel. En particulier, les résultats d’interversion de
limites, d’intégration par parties etc sont valables a la fois dans le cas diffus et dans le cas discret. 11 est
du reste assez remarquable que la méthode d’intégration par partie soit tres souvent bien connue dans
le cas des fonctions numériques réelles mais que sa contre-partie pour les suites, appelée transformée
d’Abel, soit si souvent ignorée. Le lien entre ces deux outils sera clairement établi en exercice.

Le chapitre 4 est certainement le plus important en pratique puisqu’il établit les théoremes d’in-
terversion limite/intégrale les plus importants : théoréme de convergence monotone ou théoreme de
Beppo-Lévy 4.1.1, lemme de Fatou 4.1.2 et théoreme de convergence dominée de Lebesgue 4.3.1. Le
premier d’entre eux est une conséquence directe de I’hypothese de o-additivité dans la définition d’une
mesure. Ce théoréme constitue le socle de nombreux théoreme d’intégration dont le lemme de Fatou et
le théoreme de convergence dominée.

Le chapitre 5 permet de munir d’une mesure un espace mesurable produit. Cette mesure est a la racine
de la notion d’intégrale multiple. De cette construction, qui n’a rien de complétement triviale, on déduit
le théoreme de Fubini qui permet d’écrire I'intégrale contre la mesure produit comme une intégrale itérée
contre des mesures unidimensionnelles. On termine ce chapitre par quelques calculs pratiques d’intégrales
multiples et ’énoncé du théoreme de changement de variables multidimensionnels. Cette notion de mesure
produit est a la racine de la notion d’indépendance en probabilité et sera donc retrouvée au chapitre 8.

Le dernier chapitre de cette partie (chapitre 6) est une introduction a ’analyse fonctionnelle. Outre
les inégalités usuelles, on s’intéressera au caracteére complet des espaces LP. On énoncera également le
théoreme de Radon-Nikodym particulierement important pour le formalisme des modéles paramétriques
en statistique. Ce théoreme permet également de prouver I'existence de ’espérance conditionnelle qui est
la généralisation de la notion de probabilité conditionnelle aux variables aléatoires diffuses : elle donne
un sens au conditionnement par rapport a un événement de probabilité nulle (voir le chapitre 13). On
étudiera enfin les propriétés d’approximation dans les espaces LP. A cette occasion on introduira la notion
de convolution et d’approximation de I'identité. Ce dernier chapitre utilisera intensivement les propriétés
vues au chapitre 1.

Le premier objectif de cette deuxieéme partie du cours est de démontrer deux théoremes essentiels de
la théorie des Probabilités : la loi des grands nombres (Figure 2a) et le théoréme central limite (Figure
2b). Ces deux théorémes justifie a posteriori axiomatique introduite par Kolmogorov.

sni
6
a

(a) Loi des grands nombres (LGN). (b) Théoréme central limite (TCL).

FIGURE 2 - (a) Loi des grands nombres : trajectoire de la moyenne S, /n, n = 1,...,100, ou S,, est
le nombre de face d’une piece équilibrée. La moyenne théorique est matérialisée en bleu. (b) Théoréme
central limite : la distribution empirique de (S%é/lOO, . .755(1)\9/100), N = 10%, se rapproche d’'une

distribution normale. En bleu est représentée la densité de la loi normale N (u, 0%), = %, 02 =4-1073,
—(@—p)?/20°

e
= oV2m

Une notion centrale en théorie des probabilités est celle de variables aléatoires. Une variable aléatoire
n’est rien d’autre qu’'une application mesurable. Une problématique récurrente en probabilité consiste
a caractériser la loi d’une variable aléatoire. Partant d’un espace probabilisé (2, F,P), la loi Px d’une



variable aléatoire X : (Q,F,P) — (E,E) est la mesure de probabilité image de P par X. Le chapitre
7 est dédié a la caractérisation par différentes méthodes de la loi d’une variable aléatoire en particulier
lorsque celle-ci est & valeur dans R ou R?. 1l sera fait usage d’un grand nombre de notions vues dans la
premiere partie de ce cours.

Notons enfin que la notion de variable aléatoire est identique & celle d’observable en physique (clas-
sique). Lors d’une expérience aléatoire (ou de physique classique) 'expérimentateur n’a en général pas
acces au triplet probabiliste mais plutot & une observation. Le triplet (2, F, P) est purement théorique et
doit étre considéré comme une “boite noire” : ce que ’expérimentateur observe réellement est la valeur
de la variable aléatoire X définie sur (2, F,P). En ce sens, le triplet probabiliste n’est pas un objet
canonique, plusieurs choix sont possibles : il est facile, par exemple, de construire deux triplets distincts
et une variable aléatoire sur chacun des triplets décrivant la méme expérience aléatoire du pile ou face.

Le chapitre 8 introduit la notion d’indépendance. Cette notion la-encore est purement théorique en
ce sens qu’elle est difficile a exhiber dans la nature. Quoiqu’il en soit, c’est une hypothese suffisante a
la LGN et au TCL du chapitre 12. Néanmoins, d’autres hypotheses plus faibles peuvent étre faites pour
Pétablissement de ces théorémes comme par exemple dans | ]

Le chapitre 9 introduit la notion de fonction caractéristique. Il s’agit ni plus ni moins de la notion de
transformée de Fourier en analyse fonctionnelle appliquée a la théorie des probabilités. La démonstration
du TCL au chapitre 12 utilise pleinement les fonctions caractéristiques. Elles permettent également
de simplifier les calculs ainsi que ’établissement de résultats théoriques telles des convergences en loi.
Au-dela de son usage en probabilités, 'analyse de Fourier ainsi que I'analyse en ondelettes, que 'on
regroupe sous la terminologie analyse du signal, trouvent de nombreuses applications en ingénierie telles
le débruitage d’un son, d’une image, la compression, ’analyse statistique de processus stochastiques.

Le chapitre 10 traite de vecteurs aléatoires, appelés vecteurs gaussiens, aux propriétés remarquables.
Ceux-ci apparaissent naturellement en de nombreuses occasions et tout particulierement dans le TCL
multivarié énoncé au chapitre 12.

Le chapitre 11 introduit les notions de convergences trajectorielles de variables aléatoires ainsi que
celles de convergences des mesures et lois de probabilité. La premieére intervient dans la LGN alors
que la seconde apparait dans le TCL. De maniere plus générique, la convergence trajectorielle permet
d’établir la convergence d’estimateurs statistiques et la convergence en loi permet d’établir les intervalles
de confiances correspondants. En outre, le TCL est parfois interprété comme une vitesse de convergence
dans la loi des grands nombres.

Enfin, le dernier chapitre introduit I'espérance conditionnelle. Ce chapitre est quelque peu a l’écart
des autres. C’est également un outils primordiale en théorie des probabilités et théorie des processus.
Cela permet notamment d’étudier des processus non i.i.d..
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Premiere partie

Topologie et théorie de la mesure






Chapitre 1

Rappels et compléments d’analyse

Sauf mention contraire, dans la suite, K représente le corps des nombres réels R ou le corps des
nombres complexes C. On notera indifféremment | - | la valeur absolue ou le module selon que K =R ou
K=C.

1.1 Espaces vectoriels normés

Définition 1.1.1 (Norme). Soit F un K-espace vectoriel. Une norme sur F est une application || - || :
E — R, satisfaisant

1. ||z|| = 0 si et seulement si x = 0;

2. pour tout A € K et tout = € E, || Az|| = |A|||z];

3. pour tout z,y € E, [lx +yl < [[z]| + [ly[l.

Un espace vectoriel normé est la donnée d'un couple (E, || - ||) ot E est un K-espace vectoriel et || - ||
une norme sur E.
Exemple 1. 1. K muni de |- | sont des espaces vectoriels normés.

2. Pour p > 1, on note || - ||, 'application définie pour tout =z = (x1,...,z,) € K"

n 1/p
lzllp = <Z Iwil”> -
i=1

Et si p = o0,
[#]loc = max [z;].
1<i<n
Alors l'espace K™ muni de || - ||, est un espace vectoriel normé.

3. Plus généralement, si S est un ensemble dénombrable, sur K, on définit les normes

1/p
[#][p = <Z xsp> et [lzfloc = sup |z.
sES

ses
Alors I'ensemble & = {z € K : ||z||, < oo}, p € [1,00], muni de la norme || - ||, est un espace
vectoriel normé.
4. Soit (E,| - ||g) et (F,| - ||F) deux espaces vectoriels normés et A : E — F un opérateur linéaire.
On définit || - ||[g—F par
Al‘ i
Alpr = sup 122

zeE\{0} |zl e .

On note L(E,F) = {A : E — F, A linéaire , ||A||g—r < oo} lespace vectoriel des opérateurs
linéaires continus de E dans F. On montre que || - ||g—r est une norme sur L(E, F) appelée
norme subordonnée.



Ezxercice 1. Montrer que les exemples données ci-dessus définissent bien des normes.

Ezercice 2. Soit (G, ] - ||¢) est un troisiéme espace vectoriel normé. Montrer, pour tout A € L(E, F) et
B € L(F,Q), I'inégalité
I1BAllg—c < ||Bllr-cllAlle—p-

1.2 Espaces métriques

1.2.1 Meétrique, boule ouverte, boule fermée, parties bornées

Définition 1.2.1. Soit E un ensemble. Une distance (ou métrique) d sur E est une application d :
E x E — R, telle que :

1. d(x,y) = 0 si et seulement si x = y;
2. pour tout z,y € E, d(z,y) = d(y, ) (symétrie) ;
3. pour tout z,y,z € E, d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) (inégalité triangulaire).

Un espace métrique est la donnée d’un couple (E,d) out E est un ensemble et d une distance sur F.

Proposition 1.2.2 (Deuxiéme inégalité triangulaire). Soit (E,d) un espace métrique, alors pour tout

r,Yy,2 € K
ld(z,2) — d(y,z)| < d(z,y).

Démonstration. Nous avons par l'inégalité triangulaire et la propriété de symétrie
d(z,2) <d(z,y) +d(y,2z) et d(y,z) <d(y,z)+d(z,z)=d(z,y)+d(z,2).
De ces deux inégalités, on déduit
—d(z,y) <d(z,2) —d(y,z) < d(z,y) = |d(z,2) —d(y,2)| <d(z,y).
O

Ezemple 2. 1. Si(E,|-]|) est un espace vectoriel normé alors (E, d) avec d(z,y) = ||z —y||, z,y € E,
est un espace métrique.

2. R muni de la métrique d(z,y) = |arctanz — arctany |, z,y € E, est espace métrique.

3. R? muni de la métrique

|z = yll2 si 0,z et y sont alignés,
d(z,y) =

llz|l2 + llyll2  sinon.

4. Un ensemble E muni de la métrique discrete

1 six#y,

0 sinon.

d(mvy) =

5. Soit G = (V, E) un graphe fini simple non dirigé, i.e. V est un ensemble fini de nceuds et E est un
ensemble de paires {z,y} C V x V appelées arétes. Un chemin est une suite finie (x1, z2,...,z,)
de neeuds satisfaisant, pour tout ¢ = 1,...,n — 1, {x;, 2,11} € E. L’entier n est la longueur du
chemin. On note II, , I’ensemble des chemins de longueur finie de z a y, i.e. z1 = x et ©, = y avec
les notations précédentes Si p € I, ,,, on note |p| la longueur de p. On définit pour tout =,y € V

d(z,y) = inf{|p| : p € T, , }.

Alors, (V, d) est un espace métrique. Un chemin p € II,, ,, tel que |p| = d(z, y) est appelé géodésique.
Le graphe G est dit complet si pour tout z,y € V, {x,y} € E. Dans ce cas, la métrique définie
ci-dessus est la métrique discrete sur V.



Ezxercice 3. Vérifier que les exemples ci-dessus sont des espaces métriques.

Ezercice 4. Montrer I'inégalité de Holder et de Minkowski : soit p € [1,00), soit a;,b;, i = 1,...,n, des
nombres réels ou complexes

1. Hélder : [0, asbs| < (3, Jasl?) P (50, bi]9) % avee 2 4+ 1 =1;

P q
2. Minkowski : (X7, [a; + bil?) /" < (S0 Jaal) /" + (S, [bif7) 7"
Soit (E,d) un espace métrique. La boule ouverte de centre a € E et de rayon r > 0, notée B(a,r) est
définie par
B(a,r)={z € E:d(a,x) <r}.

La boule fermée sera notée B(a,r) et est définie par

B(a,r) ={z € E:d(a,z) <r}.
Si A, B C FE sont deux parties, la distance entre ces deux parties est donnée par
d(A, B) = inf{d(z,y) : x € A,y € B}.

On utilise en général la convention inf ) = oo si bien que cette distance vaut I'infini si et seulement si
I'une des deux parties est vide.

Proposition 1.2.3. Soit A C E une partie non vide. Alors pour tout x,y € E,
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z,y).
Démonstration. C’est immédiat a partir de la proposition 1.2.2. O

Le diametre d’une partie A de E est défini par Diam A = sup{d(z,y) : =,y € A}. Par convention, le
diametre d’une partie vide est égale a —co. Cette convention est cependant moins utile en pratique. Une
partie A C E est dite bornée si Diam A < co. En particulier, 'ensemble vide est borné.

1.2.2 Topologie des espaces métriques
Définition 1.2.4 (Topologie). Soit X un ensemble. Une topologie sur X est une famille de parties de X,
notée T, satisfaisant
1.0eTetXeT,
2. pour toute famille (O; € T );er, la réunion U;c;0O; € T ;
3. pour toute famille finie Oy, ...,0,, € T, l'intersection N}'_,0; € T.
Les éléments de T sont appelés les ouverts.

Ezemple 3. Soit X un ensemble. Les familles 71 = {0}, X} et T3 = P(X) (ensemble des parties de X) sont
des topologies sur X appelée respectivement la topologie grossiere et la topologie discrete.

Définition 1.2.5 (Ouvert). Soit (F,d) un espace métrique. Une partie A C E est ouverte si pour tout
x € A, il existe r > 0 tel que B(z,r) C A.

Remarque 1. L’ensemble vide est ouvert !
Proposition 1.2.6. La boule ouverte est ouverte.

Démonstration. Soient x € E, r > 0 et y € B(x,r). On pose ro = d(z,y) < ret p=1r—19 > 0,
alors B(y,p) C B(z,r). En effet, si z € B(y, p) alors d(z,2) < d(z,y) + d(y,2) < ro+ (r —rg) =r et
z € B(z,r). O

Proposition 1.2.7. Soit (E,d) un espace métrique. Une partie A C E est ouverte si et seulement si
elle est réunion de boule ouverte.

Démonstration. Une réunion arbitraire d’ouverts étant ouverte et la boule ouverte étant ouverte, la
condition est évidemment suffisante. Réciproquement, pour tout x € A, il existe r, > 0 tel que B(zx,r,) C
A. Alors, il est immédiat que A = UpeaB(x, ;). O



Proposition 1.2.8. Soit (E,d) un espace métrique. La famille T = {O C E, O ouvert } définie une
topologie sur E.

Démonstration. On vérifie facilement que 0, E € T. Soit x € U;esO;, alors il existe ¢ € I tel que
xz € O;. Puisque que O; est ouvert, il existe r > 0 tel que B(z,r) C O; C U;erO;, d’ou le résultat.

Soit £ € N;=1,..,0;, alors x € O; pour tout ¢ = 1,...,n. Pour chaque ¢ = 1,...,n, il existe r; > 0
tel que B(x,r;) C O;. Posons r = minr;, alors B(xz,r) C B(z,r;) pour tout ¢ = 1,...,n et donc
B(I,T) C mi:l,...,noi- O

Ezercice 5. Soit E un ensemble. Montrer que la topologie associée a la métrique discrete est discrete.

Remarque 2. Tl existe des topologies non métrisables qui peuvent étre néanmoins intéressantes. Le
contexte des espaces métriques est cependant tres souvent suffisant mais les énoncés s’écrivent par-
fois plus facilement dans le langage de la topologie. Dans la suite, on jonglera avec les deux notions selon
les cas.
Définition 1.2.9 (Voisinage ouvert, voisinage). Soient (X,7) un espace topologie et A C X non vide.
1. Un voisinage ouvert de A est un ouvert contenant A ;
2. Un voisinage de A est un ensemble contenant un voisinage ouvert de A.
Si A = {z} on parle de voisinage ouvert (resp. de voisinage) de z. On notera V(z) '’ensemble des
voisinages de .

Proposition 1.2.10. Soit (X, T) un espace topologique. Un ensemble V C X est ouvert si et seulement
si V' est voisinage de chacun de ses points.

Démonstration. La condition est évidemment suffisante. Réciproquement, pour tout « € V, il existe U,
ouvert tel que x € U, C V. Ainsi, V = U,y U, ce qui montre que V est ouvert. O

Proposition 1.2.11. Soient (E,d) un espace métrique et x € E. Un ensemble V' est un voisinage de x
si et seulement si il existe n € N* tel que B(x,1/n) C V.

Démonstration. Par définition, il existe un ouvert V' tel que x € V/ C V. Puisque V' est ouvert, il existe
r > 0 tel que B(z,r) C V', donc pour tout n € N* tel que 1/n < r, on a B(z,1/n) C V' C V. La
réciproque est immédiate puisque z € B(z,1/n) C V. O

Définition 1.2.12 (Base de voisinage). Soient (X, 7) un espace topologique et x € X. Une collection B
est appelée base de voisinage de x si pour tout V € V(z), il existe U € B tel que z € U C V.

La proposition 1.2.11 exprime que, dans le contexte des espaces métriques, {B(x,1/n),n > 1} est
une base de voisinage de x. En particulier, un espace métrique est a base de voisinages dénombrable :
chacun de ses points admet une base de voisinages dénombrable. C’est une des propriétés importantes
que n’ont pas les topologies en générale. Une notion duale est celle de base d’ouverts.

Définition 1.2.13 (Base d’ouverts). Une famille d’ouverts O est une base d’ouverts pour la topologie
T si tout O € T est réunion d’éléments de O.

Ezemple 4. Soit (E,d) un espace métrique, alors tout ouvert O C E s’écrit comme réunion de boules
ouvertes :
0= U B(z,r) ou S={(z,7) € ExR}:B(x,r)CO}.
(z,t)eS

L’ensemble des boules ouvertes de E est donc une base d’ouverts de E.

Définition 1.2.14 (Intérieur). Soit A C E, l'intérieur de A est le plus grand ouvert contenu dans A
noté Int A.

Définition 1.2.15. L'extérieur de A C E est lintérieur de AC.
Une notion duale est celle de fermé.
Définition 1.2.16 (Fermé). Une partie F C E est fermée si FC est ouverte.

Proposition 1.2.17. Soit (X, T) un espace topologique. Alors,
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1. (), E sont fermés;
2. Si (Fy)ier est famille infinie de fermés, alors N;er F; est fermée.

3. Si Fy,..., F, sont des fermés, alors U], F; est fermé.
Démonstration. Immédiat. O
Définition 1.2.18. L’adhérence d’une partic A C E est le plus petit fermé contenant A, noté A.

Remarque 3. Dans le cas d'un espace vectoriel normé sur K, I’adhérence de la boule ouverte est la boule
fermée. Dans le cas des espaces métriques, il se peut que I’adhérence de la boule ouverte ne soit pas la
boule fermée. Pour voir cela, il suffit de considérer 'ensemble E = {0,1} muni de la métrique discrete.
Dans ce cas, la boule ouverte B(0,1) = {0} et le plus petit fermé contenant la boule ouverte est {0}. En
revanche la boule fermée B(0,1) = {0,1}.

Proposition 1.2.19. Soient (X, T) un espace topologique et A C X une partie de X. Alors
A={zeX, VWeVE), VNA+D}=(ExtA?L

Démonstration. 1’égalité suivante est immédiate :

ExAt=| |J o] = () O%

AC>0eT AcoteT

En effet, il est facile de voir que la réunion sur des ouverts contenus dans AL nest autre que l'intérieur de
AL (c’est un ouvert contenu dans AL et tous les ouverts contenu dans A® sont inclus dans la réunion), soit
I'extérieur de A. De méme, I'intersection a droite est un fermé contenant A et tous les fermés contenant
A contiennent cette intersection, c’est 'adhérence de A. Ceci montre A = (Ext A)C.

Montrons la seconde égalité qui peut se réécrire :

{reX, WeV@), VnA#0E=Ext A

Comme Ext A est ouvert, il est voisinage de chacun de ses points y € Ext A, or Ext AN A = () puisque
Ext A c AL et AN A% = 0. On a donc trouver un voisinage de y € Ext A qui n’intersecte pas A si bien
que

Ext AC{zeX, VWeV), Vna#nt (1.1)

Inversement, si x € X est tel qu’il existe V € V(z) tel que VN A = § alors il existe un ouvert U tel
quezrzelUcCVetUNA=0douU C AC si bien que U C Ext A. Ceci montre I'inclusion inverse de
(1.1). O

Proposition 1.2.20. Soient (X, T) un espace topologique et A, B C X. Alors
1. AC A,
2. A=4,
3. AUB=AUB,
4. ANBCANB.
Exercice 6. Montrer qu’en général 'inclusion du quatrieme point est stricte.

Démonstration. Le premier point découle directement de la définition puisque A est un fermé contenant
A. Pour le deuxieme point, il suffit de remarquer qu’un ensemble est fermé si et seulement si il est égale
a son adhérence.

Montrons le point (3). On remarque que AUB C AUB par le point (1). Puisque AUB est fermé comme
la réunion de deux fermés, c’est donc un fermé qui contient AU B, ainsi AU B C AU B. Réciproquement,
nous avons A C AUB C AU B, donc AU B est un fermé qui contient A. Il contient B également. Ainsi
A et B sont tout deux contenus dans A U B, leur réunion I’est donc aussi : AUB C AU B.

Pour le point (4), nous avons AN B C A C A qui est fermé. De méme, AN B C B C B. Comme
AN B est fermé, il vient que ANB C An B. O




Proposition 1.2.21. Soient (X, T) un espace topologique et A, B C X. Alors
1. Int ACA,
2. Int Int A= Int A,
3. Int (ANB)=Int ANInt B,
4. Int AUInt B CInt (AU B).

Exercice 7. Montrer que la derniere inclusion est stricte en général.

Démonstration. Le premier point découle directement de la définition. Pour le deuxiéme point, il suffit
de remarquer qu’une partie est ouverte si et seulement si elle est égale a son intérieur.

Montrons (3). Puisque Int A C A et Int B C B, il vient que 'ouvert Int A N Int B est contenu dans
AN B. Ainsi, Int ANInt B C Int (AN B) par définition de l'intérieur Réciproquement, Int (AN B) C
AN B C A mais il est aussi contenu dans B. Puisque Int (AN B) est ouvert, il est contenu dans Int A et
dans Int B, il est donc contenu dans Int ANInt B.

Pour le point (4) on remarque que Int A C A C AUB et Int B C B C AU B. Ainsi l'ouvert
Int AU Int B est contenu dans AU B donc dans Int (AU B). O

Proposition 1.2.22. Soient (X, T) un espace topologique et A C X. Alors
1. X\ Int A=X\ A4,
2. X\ A=Int (X\ A4).

Démonstration. Pour le point (1), il suffit de remarquer que si un ouvert O est contenu dans A, alors
O est un fermé qui contient AL, Le complémentaire du plus grand ouvert contenu dans A correspond
au plus petit fermé contenant AC.

Le point (2) est immédiat par passage au complémentaire dans (i) appliqué & B = X\ A. O

Définition 1.2.23. La frontiere d’'une partie A C E, notée Fr A, est définie par Fr A = AN AC.

Proposition 1.2.24. Soit (X,7T) un espace topologique. Alors pour toute partie A C X, le triplet
(Int A,Fr A Ext A) forme une partition de X.

Démonstration. Du fait de la définition de la frontiere et de la proposition 1.2.22, on a
FrA=AnX\A=A4ANn(X\Int A)= A\ Int A.

Clairement X = Int AU A\ Int AUX\ A est une réunion disjointe dont le deuxiéme ensemble est Fr A
et le troisitme ensemble n’est autre que Ext A puisque X\ A = Int (X'\ A) par la proposition 1.2.22. O

Définition 1.2.25 (Partie dense). Soit (X,7) un espace topologique. Une partie D C X est dite dense
siD=X.

Proposition 1.2.26. Une partie D est dense dans un espace topologique (X,7T) si et seulement si pour
tout € X et tout voisinage V de x, VN D # (.

Démonstration. C’est une conséquence de la définition et de la proposition 1.2.19. O
Remarque 4. Notons qu’on peut se restreindre aux voisinages ouverts.

Théoréme 1.2.27 (Sous-groupe de (R,+)). Soit G un sous-groupe de (R,+). Alors G = aZ pour un
certain réel a, ou G est dense dans R.

Démonstration. Soit G un sous-groupe de (R,+). Evacuons d’entrée le cas ol G est le groupe trivial
{0}. Alors il existe g € G \ {0} et ou bien g > 0 ou bien g < 0. Dans ce second cas, puisque G est un
groupe, —g € G et —g > 0. Aussi, GNR? est une partie non vide. Elle est également minorée et on note
a = inf G NR% qui est positif car 0 est un minorant.

Supposons d’abord a > 0 et montrons que a € G. Supposons au contraire que a ¢ G. Nous avons
2a > a si bien que 2a n’est pas un minorant de G N R . Il existe donc b € G tel que a < b < 2a. Mais
b n’est pas plus un minorant de G N R et il existe donc de méme ¢ € G tel que a < ¢ < b < 2a. Ainsi,
b—ce GNRY et b—c < a. Cest une contradiction au fait a est la borne inférieure de G N R* . Par
conséquent, a € G et donc aZ C G. 1l reste a montrer I'inclusion opposée.
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Soit g € G et posons n = |g/a] la partie entiere de g/a. Par définition n < g/a < n + 1 ou encore
na < g < a(n+1). Alors, 0 < g — na < a. Puisque a € G, na € G et donc g — na € G. Supposons
g # na, alors 0 < g —na < a et donc g —na € GNRY et g —na < a. Cest la méme contradiction que
précédemment, donc g = na. Finalement, G C aZ.

Soit maintenant a = 0. 11 s’agit de montrer que G est dense dans R. Soit z,y € R avec x < y. Puisque
a =0, il existe g € G tel que 0 < g < y—x. Posons désormais n = [2:/g|+1 On obtient (n—1)g < = < ng.
Alors :

r<ng=Mn-1g+g<az+g<z+(y—z)=y.

Autrement dit, pour tout z,y € R tels que x < y, il existe g € G tel que z < g < y. Donc G est dense
dans R par la proposition 1.2.26. O

1.2.3 Notion de limites

Convergence de suite

Définition 1.2.28 (Convergence dans les espaces topologiques). Soient (X,7) un espace topologique,
(Zn)n>0 une suite de points de X et € X. On dit que la suite (z,,)n>0 converge vers z dans (X, 7)) si
pour tout voisinage V de z, il existe N > 0 tel que si n > N alors x,, € V.

Ezxemple 5. Si on munit X de la topologie grossiere, alors toutes les suites sont convergentes. Pour la
topologie discrete, les seules suites convergentes sont les suites constantes a partir d’un certain rang.

Dans le cas des espaces métriques, nous avons la définition suivante.

Proposition 1.2.29 (Convergence dans les espaces métriques). Soit (x,)n>0 une suite a valeurs dans
(E,d) et x € E. La suite (xy)n>0 converge vers x si et seulement si

YVe>0, IN>0: n>N=d(z,,z)<e.
Démonstration. Exercice. O

Définition 1.2.30 (Topologie séparée). Un espace topologique (X, T) est dite séparé si pour tout z,y €
X, z #y, il existe V,, un voisinage de z et V,, un voisinage de y tel que V, NV, = 0.

Lorsque la topologie sépare les points, le point vers lequel une suite converge est unique.

Proposition 1.2.31. Soit (x,)n>0 qui converge vers x et y dans un espace topologique séparé (X, T).
Alors x = y. Le point © est appelé limite de (zy,)n>0 et on note lim,_,o =, = .

Démonstration. Exercice. O
Proposition 1.2.32. La topologie définie par une métrique sépare les points.
Démonstration. Immédiat. O

Remarque 5. Les espaces métriques jouissent de deux propriétés remarquables : I'une d’elle est le fait
que la topologie associée sépare les points; 'autre est que chaque point admet une base de voisinage
dénombrable.

Proposition 1.2.33. Soit X un ensemble. Si T et T' sont deuz topologies sur X telle que T C T', alors
toute suite (T,,)n>0 qui converge vers x pour la topologie T converge vers x pour la topologie T .

Démonstration. Immédiat. O

Remarque 6. Cette proposition élémentaire est tres régulierement utilisée en probabilité mais aussi en
analyse fonctionnelle : I'idée est qu’en supprimant des ouverts (ou des fermés) & une topologie, nous
trouverons plus de suite convergente, la contrepartie étant que la convergence est plus faible : elle donne
moins d’informations.

Proposition 1.2.34 (Caractérisation séquentielle des points adhérents). Soient (E,d) un espace mé-

trique, A C E et v € E. Alors, x € A si et seulement il existe une suite (x,)n>0 de points de A qui
converge vers x dans (X,d).



Démonstration. Soit x € A, alors par la proposition 1.2.19, pour tout n > 1, la boule ouverte B(x,1/n)N
A # 0, il suffit donc de choisir z,, dans cette intersection. De fait, d(x,z,) — 0, d’olt (z,,)n>0 converge
vers .

Réciproquement, soit (x,),>0 une suite de points de A qui converge vers z € X. Alors pour tout
voisinage V de z, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, x,, € V. En particulier VNA # etz € A. O

Remarque 7. Notons que la condition reste suffisante dans des espaces topologiques généraux.

Points d’accumulation, points isolés, valeurs d’adhérence

Nous avons déja évoquer 'adhérence d’une partie A d’un espace topologie (X, 7). Un point est dit
adhérent si il est dans ’adhérence de A. Ci-dessous, nous définissons les notions de point d’accumulation,
de point isolés et de valeur d’adhérence.

Définition 1.2.35 (Points d’accumulation, points isolés). Soit (X,7) un espace topologique et soit
AcCX.

1. un point z € X est un point d’accumulation si pour tout voisinage V de x, VN A\ {z} # 0;

2. un point z € A est isolé dans A si il existe un voisinage V' de z tel que VN A = {z}.

Lorsque A est I'image d’une suite, c’est a dire A = {z,, : n > 0}, il existe une notion plus forte que
celle de points adhérents : ce sont les valeurs d’adhérences.

Définition 1.2.36 (Valeur d’adhérence). Soient (X,7) un espace topologique et (z,)n>0 une suite de
points de X. Un point = € X est une valeur d’adhérence (ou point limite) si pour tout voisinage V de x,
z, € V pour une infinité de n € N.

Ezemple 6. — La suite ((—1)")n>0 admet deux valeurs d’adhérences qui sont —1 et 1.

— Soient p € Z,q € N*, alors I'ensemble des valeurs d’adhérences de la suite (cos(27np/q))n>0 est
{0, cos(27p/q), ... ,cos(2mp(n —1)/q)}.

— Ces deux exemples font intervenir des suites périodiques. Mais, on peut considérer des exemples
plus élaborés : si a ¢ Q alors P'ensemble des valeurs d’adhérence de la suite (cos(2mran)),>o est
—1,1].

On remarque d’abord en utilisant la parité de cos que {cos(2wran),n > 0} = cos(2raZ + 27Z).
Comme la fonction x — cos(x) est une surjection continue de R dans [—1,1]. Il suffit de montrer
que 2maZ + 277 est dense dans R. Or, 2wraZ + 277 est un sous-groupe de R. Par le théoreme
1.2.27, il est soit dense soit de la forme aZ pour un certain a € R. Supposons qu’il soit de cette
seconde forme, alors il existe p,q € Z tel que 2ra = pa et 2m = ga d’oit o = p/q puisque ag # 0.
C’est une contradiction avec o ¢ Q donc 2wraZ + 27Z est dense dans R.

Le méme genre de résultat est vrai pour la fonction sin & ’aide d’un déphasage d’angle /2.

Proposition 1.2.37. Soit (z,,)n>0 une suite de (E,d). L’ensemble des valeurs d’adhérence de (xy)n>0
est le fermé

F = ﬂ {zn,n > N}.
N>0

Pour tout a € I, il existe une suite ng qui tend vers linfini lorsque k tend wvers Uinfini telle que
limg_so0 Tn, = a. En particulier, une valeur d’adhérence est un point adhérent.

Démonstration. Notons Ay = {x,, : n > N}. Par la proposition 1.2.19

Ay ={x €X:Ve > 0,B(z,e) N Ay # 0} = ﬂ{meX:B(x,a)ﬂAN#(Z)}.
e>0

F= ﬂ ﬂ{xEX:B(x,e)ﬂAN#(Z)}: ﬂ ﬂ{xeX:B(m,e)ﬂAN;é@}.
N>0e>0 >0 N>0
C’est a dire, z € F si et seulement si pour tout € > 0, tout N > 0, il existe n > N tel que x,, € B(z,¢)
si et seulement si x est une valeur d’adhérence.
Pour la deuxieme partie de la proposition, si a € F alors pour k > 1, on peut trouver au moins x,,
tel que d(a,zy,) < 1/k. D’ou le résultat. O
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Limites et fonctions

Définition 1.2.38. Soient (X1,77), (X3, 72) deux espaces topologiques. On dit que f : X; — Xy tend
vers b € Xy quand x tend vers a € X; si pour tout voisinage W de b dans X5 il existe un voisinage V' de
a dans X tel que f(V) C W.

Il arrive bien souvent qu’une fonction ne soit pas définie sur tout le domaine X; mais plutot sur un
sous-ensemble strict A C Xj. On peut alors chercher a définir une notion de limite vers un point en
dehors de A. Typiquement, la fonction z — sin(z)/x est définie sur A = R\ {0}. Il est alors naturelle
de chercher a définir la notion de limite lorsque z tend vers 0 ce qui n’est pas possible avec la définition
donnée ci-dessus. De méme, on s’intéresse souvent aux limites en +00 ou —oo sans pour autant que la
fonction soit définie en ces points.

La définition suivante est celle considérée classiquement : il ne s’agit de rien d’autre que la définition
ci-dessus appliquée & I'espace topologique induit (A, 74) — voir la proposition 1.2.46 — & ceci pres qu'il
faut ajouter '’hypothese a est adhérent & A afin d’assurer que V N A soit non vide — la notion serait
alors triviale.

Définition 1.2.39. Soient (Xy, 71), (X2, 72) deux espaces topologiques et A C X;. On dit qu'une fonction
f:A— X5 tend vers b € Xy quand x tend vers a € A dans Xy, x € A, si pour tout voisinage W de b
dans Xo, il existe un voisinage V' de a dans X; tel que f(VNA) C W.

Exemple 7. 1l faut étre vigilant et remarquer qu’il s’agit de la limite quand x tends vers a dans A et que
cette limite dépend a priori de A comme l'illustre ’exemple suivant.

Soit f :[0,2] — R définie pour x € [0,2) par f(x) = 22 et f(2) = 5. Alors, lim, 2 zef0,1jufey f(2) =5
bien que lim,_,5 ,c(0,2] f(7) = 4.

En effet, soit W un voisinage de 5, alors on peut poser V = B(2,1/2) alors f(V N A) = f({2}) =
{5} € W. On montre de méme la seconde limite. Les topologies étant séparées, la limite est unique et
on observe I'importance du choix de A.

FEzercice 8. Une suite (zn)n>0 & valeurs dans un espace topologique (X,7) peut étre vue comme une
fonction x : N — X. Montrer que la notion de convergence pour les fonctions coincide avec celle des
suites, en posant a = co et A = N et en munissant N U {oco} de la topologie dont les ouverts sont les
singletons et les complémentaires de parties finies.

Si (Xg,72) est séparé, la limite d’une fonction est unique et on note : limy_, 4 zea f(x) =b.

Proposition 1.2.40. Soient (E,d) et (E',d") deur espaces métriques, A C E une partie de E, f : A —
E’ une application et a € A. On dit que [ tend vers b € E' quand x tend vers a dans X, x € A si

Ve>0, 30>0, VeeA: d(z,a)<d=d(f(z),b) <e.
Démonstration. Exercice. O

La proposition suivante est tres utile en pratique. Par simplicité, on se restreint au cadre des espaces
métriques méme si certaines propriétés reste vraie dans un cadre plus général.

Proposition 1.2.41 (Caractérisation séquentielle). Soient (E,d) et (E',d’) deuz espaces métriques,
A C E une partie de E, f : A — E' une fonction, a € A et b € E'. Alors b = lim,_,q zeca f(x) si et
seulement si pour toute suite (x,)n>0 € AV telle que lim,, o 7, = a alors lim, o f(z,) = b.

Démonstration. On se donne une suite (z,),>0 de points de A qui converge vers a € A et on veut
montrer que (f(zn))n>0 converge vers b € E’. Soit W un voisinage de b, puisque lim,_,q zca f(z) = b, il
existe V' un voisinage de a tel que f(ANV) C W. Puisque V est un voisinage de a, il existe N > 0 tel
que pour tout n > N, z,, € V et donc pour tout n > N, f(z,) € W car z, € V N A.

Réciproquement, on suppose que f ne tend pas vers b quand = € A tend vers a. C’est a dire qu’il
existe W un voisinage de b tel que pour tout voisinage de a, f(V N A)C NW # (. En particulier, posons
V., = B(a,1/n), n > 1, alors il existe z,, € B(a,1/n)N A tel que f(x,) ¢ W. Mais alors, (2, ),>0 est une
suite de points de A qui converge vers a tel que pour tout n > 1, f(x,) ¢ W, donc (f(xn))n>0 ne peut
converger vers b. O
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1.2.4 Continuité

Définition 1.2.42 (Continuité ponctuelle, continuité). Soient (X, 7)), (X', T’) deux espaces topologiques
et f: X — X’ une fonction.

1. La fonction f est dite continue en x € X si pour tout voisinage W de f(x) il existe un voisinage
V de z tel que f(V) C W

2. La fonction f est dite continue si elle est continue en tout point x € X.

Remarque 8. La continuité d’une fonction f en a € X est équivalente a I’égalité lim,_,4 zca f(x) = f(a)
avec A = X.

Ezercice 9. Donner une caractérisation séquentielle de la continuité.

Proposition 1.2.43. Soit (E,d) et (E',d’") deux espaces métriques et f une application de (E,d) dans
(E',d"). L’application f est dite continue en © € E si

Ve>0, 30>0: VyekE, dz,y) <d=d(f(x),f(y) <e.
L’application f sera dite continue si f est continue pour tout x € E.

Démonstration. C’est une condition suffisante. Soit W un voisinage de f(z), alors il existe un ouvert
O tel que f(x) € O C W, et on peut trouver ¢ > 0 tel que f(z) € B(f(z),e) C O C W. Cela assure
Pexistence d’un § > 0 tel f(B(z,d)) C B(f(x),e) C W. Or, B(x,d) est un voisinage de z.

C’est une condition nécessaire. Soit € > 0, comme B(f(x),e) est un voisinage de f(x), il existe un
voisinage V de z tel que f(V) C B(f(x),e). Or, par définition, il existe 6 > 0 tel que z € B(z,d) C V
et on conclut f(B(zx,d)) C B(f(x),¢). O

Proposition 1.2.44. Soient (X, T) et (X, T") deux espaces topologiques. Les assertions suivantes sont
équivalentes :

1. f:X =X est continue;
2. pour tout ouvert O de X', f=1(O) est un ouvert de X ;
3. pour tout fermé F de X', f=1(F) est un fermé de X ;

4. pour toute partie A C X, f(A) C f(A).

Démonstration. Montrons que (i) implique (i7). Clairement, f~1(f) = (). Si O est un ouvert non vide de
X/, alors ou bien f~1(0) = 0 et f~1(O) est un ouvert de X, ou bien f~1(0) est non vide et on peut
choisir 2o € f~1(0), autrement dit f(x¢) € O. Comme O est ouvert, c’est en particulier un voisinage de
f(x0). La continuité de f donne P'existence d'un voisinage V de x¢ tel que mop € V C f~1(O). 1l existe
donc un ouvert Wy, de X tel que xg € W,, C V C f~1(O). On pose

v= J W,

zef~1(0)

olt W, est un ouvert tel que x € W, C f~1(O). Ainsi, U est un ouvert contenu dans f~*(O) qui recouvre
F~YHO) : c’est exactement f~1(0).

Réciproquement, soient zo € X et W un voisinage de f(zg), il existe donc O un ouvert de X’ tel que
f(zg) € O C W. Par hypothese, f~1(O) est un ouvert. De plus, zg € f~1({f(z0)}) C f~1(O), donc
f71(O) est un voisinage de .

11 est clair que (i7) est équivalent & (ii¢). Il reste & montrer que (7) est équivalent & (iv). On suppose
f continue. Soit A C X, f(A) est un fermé, donc f~(f(A)) est un fermé par continuité. Puisque
f(A) € f(A), f~'(f(A)) contient A, donc il contient A. Ainsi, pour tout = € A, il existe y € f(A) tel
que f(x) =y. Autrement dit, f(A) C f(A).

Réciproquement, soit F' un fermé de X’. On note A = f~1(F). Alors f(A) = f(f~1(F)) C F. Par
hypothese, f(A) C f(A) C F = F puisque F est fermé. Donc, A = f~1(f(A4)) C f~YF) = A par
définition. Donc A = A et A est fermé. O

Proposition 1.2.45. Soient (X1,71), (Xo, T2) et (Xg, T2) trois espaces topologiques. Soient f : X3 — Xo
continue en xg € X1 et g : Xo — X3 continue en f(xg). Alors go [ est continue en xg.

Démonstration. Immédiat. O
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1.2.5 Topologies et opérations ensemblistes
Topologie induite

Proposition 1.2.46 (Topologie induite). Soient (X,T) un espace topologique et Y une partie de X.
Alors, 'ensemble de parties donné par

Ty ={0NY,0 €Y}
définit une topologie sur'Y appelée topologie induite.
Démonstration. Immédiat. O

Proposition 1.2.47 (Sous-espace métrique). Soit (E,d) un espace métrique et F C E une partie de E.
L’application d restreinte a F' x F' définit encore une métrique appelée métrique induite sur F. L’espace
(F,d) est appelé sous-espace métrique.

Démonstration. Immédiat. O

Proposition 1.2.48. La topologie définie par la métrique induite coincide avec la topologie induite.

Démonstration. Soit O un ouvert de (F, d), alors pour tout z € O, il existe p, > 0 tel que B(x, py)NF C
0. Ainsi, O = Uyco[B(z, pz) N F] = (UgeoB(z, pz)) N F. De plus, pour tout € O, B(x, p,) est ouvert
dans (E,d) d’ou O € Tp.

Réciproquement, si O € Tz, alors il existe O un ouvert de (E,d) tel que O = O N F. Soit donc
€0 =0NF alors il existe p > 0 tel que B(z, p) C O et donc B(z, p) N F C O. Or B(z, p) N F n'est
rien d’autre que la boule ouverte centrée en x € F et de rayon p > 0 dans I'espace métrique (F, d). Ainsi,
O est un ouvert de (F,d). O

De méme que pour la notion de limite, une fonction définie sur une partie A d’un espace topologique
est dite continue sur A si la restriction fj4 de f a A est continue sur 'espace topologique induit (4, 7).
Le théoréme suivant est alors une conséquence immédiate des définitions.

Proposition 1.2.49 (Prolongement par continuité). Soient (E,d) et (E',d’) deux espaces métriques,
f:ACFE — E' une fonction et a € A. Alors, les assertons suivantes sont équivalentes
1. il existe une unique application continue f: AU{a} — E' qui coincident avec f sur A;

2. f est continue sur A et limy_,q zeca f(z) existe.

Démonstration. Exercice. O

Topologie initiale, topologie produit

Définition 1.2.50 (Comparaison de topologies). Soient X un ensemble, 77 et T3 deux topologies sur X.
On dit que 75 est plus fine que 77 si 71 C T2. On dit aussi que 77 est moins fine que 7.

Proposition 1.2.51 (Topologie engendrée). Soit X un ensemble et O un ensemble de parties. Alors il
existe une topologie T, contenant O, qui est moins fine que toute autre topologie vérifiant cette propriété.
La topologie T est dite engendrée par O.

Démonstration. On remarque que 'intersection d’une famille arbitraire de topologie est encore une to-
pologie. On conclut en considérant la topologie définie comme l'intersection des topologies contenant
O : elle est non vide (la topologie discrete contient O) et elle est moins fine que toute autre topologie
contenant O. O

Définition 1.2.52 (Topologie initiale). Soit X un ensemble et (f;);c; une famille d’applications chacune
définie sur X et a valeurs dans un espace topologique (Y;,7;). La topologie la moins fine rendant les
applications f; : X — Y, continues est appelée topologie initiale.

La topologie initiale est donc la topologie sur X engendrée par O = {fi_l(O),i € 1,0 € T;}. Cette
définition s’applique directement a la notion d’espace produit.
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Définition 1.2.53. Soit ((X;,7;))icr une collection d’espaces topologique. On note X = [[,.; X; et
p;i : X = X la projection sur la coordonnée i € I qui & x = (z;);es associe p(z) = z; € X;. La topologie
produit est la topologie initiale associée & la famille de projections (p;)icr-

Remarquons que si O est un ouvert de X;, alors pi_ol(O) =]I,c; Oi ot O; = X; pour tout i € I'\ {ip}.
D’autre part, une intersection finie d’ouvert étant ouverte, cela mene a la définition de cylindre ouvert.
Un cylindre ouvert est une partie O = [[,.; O;, O; € T; pour tout i € I, vérifiant O; = X; sauf pour un
nombre fini de ¢ € I. On note T la collection des parties de X qui sont réunions de cylindre ouverts.

Proposition 1.2.54 (Topologie produit). L’ensemble T est la topologie produit sur X.

Démonstration. 1l est immédiat que les projections p;, i € I, sont continues de (X,7) dans (X;,7;) car,
pour tout i € I, p; 1(O) est un cylindre ouvert pour tout O € 7;. Soit 7’ une topologie sur X telle que,
pour tout i € I, p; est continue et considérons O € T. Il est immédiat que si C est un cylindre ouvert
alors il existe un ensemble Iy C I fini et des ouverts O; € X;, i € Iy, tels que C' = Nieg, p;l(Oi). Comme
O est par définition une réunion de tels cylindres, il vient que O est réunion d’intersections finies d’'images
réciproques d’ouverts par les applications p; donc O € T par continuité des p; : (X, 7") — (X;,7;). O

Ezemple 8. Soit ((Ey,dn))nen une famille d’espaces métriques au plus dénombrable. Soit (a;,)n>0 une

suite de réels positifs telle que ) -, a, < oo. On pose sur £ =[], .y En la distance

dn(xnayn)
— S S = = E = E .
d(%y) E an1+dn(5€n7yn)’ x (xn)nZan (yn)nZO € | I n

n>0 n>0
On définit également
1
6(1'73/) = sup dn(xna yn) Ne——, == (xn>n207y = (yn)nZO el = H E,. (12)
n20 l+n n>0

Ezercice 10. Montrer que d et ¢ définissent des métriques sur E. Montrer que ces métriques définissent
la méme topologie sur E. Quelle est-elle ?

Proposition 1.2.55. Soit ((X;,7;))icr une collection d’espaces topologiques. On note X = [[,c; X et
pi : X = X; la projection sur la coordonnée i € I qui o x = (x;);er1 associe p;(x) = x; € X;. Une suite
(Tn)n>0 € XN converge vers x dans X muni de la topologie produit si et seulement si pour tout i € I, la
suite (pi(zn))n>0 converge vers x; dans X;.

Ezemple 9. Soit F = RI%1 T’ensemble des fonctions de [0,1] dans R. On munit R de sa topologie usuelle
associée a | - | et F' de la topologie produit.

Par la proposition 1.2.55, une suite de fonctions ( f,,),>0 de F' converge vers f si et seulement si, pour
tout = € [0,1], fn(z) converge vers f(z). La topologie produit dans ce contexte n’est rien d’autre que la
topologie de la converge simple.

Cette topologie est séparée : si x,y € F sont tels que x # y alors il existe i € [0,1] tel que x; # y;.
Puisque (R, | -|) est un espace métrique, c’est un espace séparé : il existe un voisinage V,, de z; et un
voisinage V,, de y; vérifiant V,, N'V,, = (. Par continuité de la projection p;, p; *(Vi,) et p; *(Vj,) sont
des voisinages de z et y tels que p; * (Va,) Np; *(Vy,) = p; " (Va, NV,,) = 0.

Notons que 'espace F' muni de la topologie produit n’est par contre pas métrisable. Pour montrer ce
fait, on cherche a contredire la caractérisation séquentielle des points adhérents.

On appelle fonction simple un élément = € F' tel que x; = 0 pour tout i € [0, 1] sauf peut-étre un
nombre fini. L ensemble des fonctions simples est dense dans F : si O =[] icl0,1] O; est un cylindre ouvert
non vide, alors seul un nombre fini d’ouverts O;,,...,0;,, tous non vides, ne sont pas R tout entier.
Soient ag € Oy, .. .,ay € O;, et posons z;; = a; pour tout j = 0,...,J alors que x; = 0 partout ailleurs.
On constate que x est une fonction simple. Ainsi, ’ensemble des fonctions simples intersecte tous les
cylindres ouverts et donc tous les ouverts : I’ensemble des fonctions simples est dense dans F' pour la
topologie produit. D’autre part, soient y € F' limite d’une suite de fonctions simples (y("))nzo. Alors

A={ie01):yu£0tc |J i1y =27}
n>0,m>0

Ainsi, 'ensemble A est inclus dans une réunion dénombrable d’ensembles finis et est donc dénombrable.
Ceci montre qu’une fonction non nulle sur un ensemble indénombrable ne peut étre limite d’une suite de
fonctions simples. La topologie de la convergence simple ne peut donc étre métrisable.
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Démonstration. Exercice. O

Proposition 1.2.56. Soient ((X;,T;))icr une collection d’espaces topologique et (Y,U) un espace topo-
logique. On note X = [[,c; X; et p; : X — X; la projection sur la coordonnée i € I qui 4 x = (2;)ier
associe p(x) = x; € X;. Alors, X muni de la topologie produit, une fonction f:Y — X est continue si et
seulement si p; o f : Y — X; est continue pour tout i € I.

Démonstration. Exercice. O

Topologie finale, topologie quotient

Proposition 1.2.57 (Topologie finale). Soient X un ensemble, ((X;,T;))ier une famille d’espace topolo-
giques et pour chaque i € I une application f; : X; — X. La topologie finale sur X associée a la famille
(fi)icr est la topologie

T={0cCX :Viel, f7*0)ecT}.

C’est la topologie la plus fine rendant les applications f; continues.

Démonstration. C’est un exercice de montrer que 7 est la topologie la plus fine rendant les applications
fi continues. O

Soit (X,7) un espace topologique et R une relation d’équivalence sur X. On note X/ I'ensemble
quotient et 7 : X — X/ la projection canonique.

Définition 1.2.58 (Topologie quotient). La topologie quotient sur X/ est la topologie finale associée
a I'unique application 7.

Proposition 1.2.59. Soient (X,T) et (Y,U) deux espaces topologiques, R une relation d’équivalence
sur X et f: X/p — Y. Alors, si on munit X/ de la topologie quotient, lapplication f : X/p — Y est
continue si et seulement si fow: X — Y est continue.

Démonstration. Exercice. O

1.2.6 Compacité
Propriété de Borel-Lebesgue et théoréeme de Bolzano-Weierstrass

Définition 1.2.60 (Recouvrement ouvert). Soit (X, 7) un espace topologique. Un recouvrement ouvert
de X est une famille (O;);e; d’ouverts tels que X C U;¢;0;. Un sous-recouvrement ouvert est un recou-
vrement ouvert donné par une famille (O;);e; avec J C I. Un recouvrement ouvert est dit fini si I est
lui-méme fini.

Définition 1.2.61 (Compacité). Un espace topologique séparé (X, T) est dit compact §’il vérifie I'une
des deux propriétés suivantes :

1. de tout recouvrement ouvert de X, on peut extraire un sous-recouvrement fini de X;

2. de toute famille de fermés dont l'intersection est vide, on peut extraire une sous famille finie
d’intersection vide.

Une partie X C X est compacte si, muni de la topologie induite, X est un espace topologique compact.

Remarque 9. Les deux propriétés ci-dessus, appelées propriétés de Borel-Lebesgue, sont évidemment
équivalente par passage au complémentaire.

Ezemple 10. Quelques exemples et contre-exemples :
— L’ensemble @) est compact (pour n’importe quelle métrique) ;
— (R, ]-]) n’est pas compact ;
— un ensemble discret (c’est a dire muni de la métrique discrete) est compact si et seulement si il
est fini.

Remarque 10. Remarquons que la compacité est une notion purement topologique. Par conséquent, si
deux espaces topologiques sont homéomorphes — c.f. la définition 1.2.79 — alors ils sont simultanément
compacts ou non compacts.
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Proposition 1.2.62 (Propriétés des fermés emboités). Soit (X, T) compact et (F,,)nen une suite décroissante
de fermés (i.e. F,y1 C F,, pour tout n > 0) d’intersection vide. Alors il existe N > 0 tel que Fn = 0.

Remarque 11. La contraposée est particulierement intéressante : si (F,),>0 est une famille décroissante
de fermés non vides dans un espace topologique (X,7) compact, alors N,>oF;, est (fermé) non vide.
C’est la propriétés bien connues des segments emboités dans R.

Démonstration. Soit (F),)n>o une suite décroissante de fermés non vides d’un espace topologique (X, T)

compact. Par la seconde caractérisation de Borel-Lebesgue, il existe des indices ng,...,n; tels que
ﬁé?:OFnk = (). Soit alors n le plus grand de ces indices, alors par décroissance ﬂ]Z:ank = F,, dou
le résultat. O

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass énoncé ci-dessous ne s’applique que dans le contexte des espaces
métriques. La deuxiéme assertion, appelée propriété de Bolzano-Weierstrass, est parfois posée comme
définition de la compacité.

Théoréme 1.2.63 (Théoreme de Bolzano-Weierstrass). Soit (E,d) un espace métrique et A C E. Alors
les assertions suivantes sont équivalentes :

1. A est compact ;

2. (BW) de toute suite (xn)n>0 de points de A on peut extraire une sous-suite (Zn, )k>0 convergente
vers un point de A

3. tout ensemble infini B C A admet au moins un point d’accumulation dans A.

Lemme 1.2.64 (Lemme de Lebesgue). Soient (E,d) un espace métrique et (O;)ic; un recowvrement
ouwvert de E. On suppose que (E,d) vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrass : toute suite & valeur
dans E admet une valeur d’adhérence dans E. Alors il existe p > 0 tel que pour tout x € FE il existe
i =1i(z) € I tel que B(z,p) C O;.

Preuve du lemme de Lebesgue. On suppose qu'un tel p > 0 n’existe pas. En particulier, pour tout n > 1,
il existe un point z, € E tel que pour tout i € I, B(x,,1/n) N OE # (). Par la propriété de Bolzano-
Weierstrass, on peut trouver une sous-suite (2, )r>1 qui converge vers un point  de E.

Puisque (O;)ies est un recouvrement de E, il existe ¢ € I tel que x € O;. Or, O; est ouvert donc on
peut trouver r > 0 tel que B(x,r) C O;. De plus, par convergence de (zn, )r>1 il existe K > 1 tel que
pour tout k > K, x,, € B(z,r). Choisissons k > K tel que 1/n; < r/2 alors

B(zp,,1/ng) C B(z,r) C O;.
C’est une contradiction. O

Preuve du théoréme de Bolzano-Weierstrass. On ne montre que ’équivalence entre les deux premiers
points. L’équivalence entre les deux derniers points est immédiate.

Montrons que (1) implique (2). Soient A compact et (z,)n>0 une suite de points de A. On pose, pour
tout n >0, A, = {x, : p > n}. Ainsi, 4, C Aet 4,11 C A,. On note, pour tout n > 0, F, la fermeture
de A, dans A si bien que F;, C A. Clairement, Fj,+1 C F,,. Par la propriété des fermés emboités dans
les compacts, on obtient N, >0F, # 0. Soit z € N,>0F, C A, alors x € Fy = Ag. Ainsi, B(z,1) N Ag # 0
et il existe z,, tel que d(z,z,,) < 1. De méme, x € F,, = A,, si bien que B(z,1/2) N A,, # 0. On
peut donc trouver ny > ng tel que d(z,z,,) < 1/2, et ainsi de suite. Nous construisons ainsi une suite
(@, k>0 extraite de (x,)n>0 telle que d(z, z,, ) < T}H Ainsi, z,, — = € A.

Montrons que (2) implique (1). Soit A C E, alors puisque (F,d) est un espace métrique, E est séparé
de méme que ses parties. Montrons que A satisfait la premiere caractérisation de Borel-Lebesgue. Soit
(O;)ier un recouvrement d’ouvert (pour la topologie définie par (E,d)) de A. Soit p > 0 le rayon de
Lebesgue, donné par le lemme 1.2.64 de Lebesgue, associé a ce recouvrement.

Par hypothese, A vérifie la propriété de Bolzano-Weierstrass. Soit 1 € A, alors : ou bien A C B(x1, p)
et c’est terminé puisque par le lemme de Lebesgue B(z1, p) C Oi(s,), la caractérisation de Borel-Lebesgue
est satisfaite ; sinon, il existe 25 € A tel que d(x1,22) > p. A nouveau : ou bien A C B(x1, p) U B(x2, p),
i.e. Borel-Lebesgue est satisfaite; ou bien il existe x3 € A tel que d(z;,2;) > p dés ¢ # j. Au besoin,
on peut réitérer ce procédé indéfiniment, mais alors cela signifie que l'on a construit une suite (z,)n>0
de point de A tel que d(z;,x;) > p deés que ¢ # j. C’est une contradiction avec la propriété de Bolzano-
Weierstrass. O
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Quelques propriétés et conséquences de la compacité

Proposition 1.2.65. Soit (X, T) un espace topologique compact. Toute partie F' C X fermée est com-
pacte.

Démonstration. La partie F' C X est séparée puisque X lest. Soit (F;);cs une famille de fermés contenus
dans F' et d’intersection vide. Si F' est fermé, (F;);cr = (F'N F;)icr est également une famille de fermés
de X d’intersection vide. On peut donc en extraire une sous-famille finie Fy, ..., F, tels que NN, F;, d’ott
le résultat. O

Proposition 1.2.66. Soient (X,T) un espace topologique séparé et K C X un compact. Alors K est
fermé.

Démonstration. 1l s’agit de montrer que X\ K est ouvert. Soit z € X\ K. Pour tout y € K, par hypotheése
de séparation, il existe un voisinage ouvert O, ,, de z et O, de y tel que O, ,NO, = 0. Aussi K C Uyeg Oy,
puis par compacité, on peut trouver yi,...,yn tel que K C UlNleyi. On pose O, = ﬂf;lOz,yi qui est
un voisinage ouvert de x vérifiant

N
@szm<U0yi> >0, NK.

i=1
D’ou le résultat. O

Proposition 1.2.67 (Théoréme de Borel-Lebesgue). Tout segment [a,b] est compact dans R muni de
sa topologie usuelle.

Démonstration. Soit (O;);cr un recouvrement ouvert de [a,b]. On note
A ={x € [a,b] : [a, ] soit recouvert par un nombre fini de O;,i € I}.

Alors, A satisfait les trois assertions suivantes :
1. AC [a,b];
2. A#0;
3. A est majoré par b.

Les premiers et troisiemes points sont des conséquences directes de la définition. Le second point, quant
a lui, s’obtient en remarquant que a € A puisqu’il existe i, € I tel que a € O;,. On note m = sup A. On
va montrer que m € A, puis que m = b.

Comme m € [a,b] C U;erO;, il existe i,, € I tel que m € O;, . Ainsi, on peut trouver £ > 0 tel que
(m—¢e,m+¢) C O, et par définition de la borne supérieure, il existe € AN (m — e, m + €). Ensuite,
en observant que [a,m] = [a,x] U [x,m] et que x € A, on obtient que le premier intervalle peut étre
recouvert par un nombre fini de O; et le deuxieme intervalle par I'ouvert O; . Finalement, m € A.

Supposons que m < b et choisissons € > 0 tel que m+e <bet m € (m—e,m+¢) C O;, . Soit

x € (m,m+¢), puis on décompose comme précédemment I'intervalle [a, 2] = [a, m] U [m, z]. On constate
que [m, x| est recouvert par O, , et que [a, m] peut étre recouvert par un nombre fini O; puisque m € A.
Manifestement, m < sup 4, d’ou m = b. O

Corollaire 1.2.68. Soit E un K-espace vectoriel normé de dimension finie. Les parties compacts de E
sont les parties fermés bornés.

Démonstration. On consideére seulement R muni de la norme | - |. L'extension aux K-espaces vectoriels
normés de dimension finie est élémentaire.

Soit K une partie compacte de R qui est séparé. Alors K est fermée par la proposition 1.2.66. De
plus, on observe que K C J,,~, B(0,m). Par compacité, de ce recouvrement par des ouverts, on peut
extraire un sous-recouvrement fini. Ainsi, il existe mg > 0 tel que K C B(0,mp) et K est une partie
bornée.

Réciproquement, si K est fermé et borné, alors K C [a,b] pour certains réels a < b. Les propositions
1.2.67 et 1.2.65 permettent de conclure. O

Proposition 1.2.69. Soit (X, T) un espace topologique séparé. Alors
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1. toute réunion finie de compacts est compacte ;

2. toute intersection de compacts est compacte.

Démonstration. Puisque (X, T) est séparé, il en va de méme pour toutes ses parties.

Soient K7,..., Ky des compacts et (O;);er un recouvrement ouvert de U§V=1Kj. C’est aussi un re-
couvrement d’ouvert de K; pour tout j =1,..., N. Pour chaque j =1,..., N, on peut trouver un sous
recouvrement fini O7,. .. Ogv] de K. Alors,

N N N; '
UrxicJyor.
j=1 j=1¢=1

si bien que (Og)jzlw,,N’g:lw,Nj est un recouvrement ouvert finie de 'union.
Soient (K;);cr une famille de compacts et (F});cs des fermés contenus dans N;er K; tel que Nje s F; =
0. Soit ig € I, alors (Fj)jes est une famille de fermés contenus dans K, par compacité, on peut en

extraire une sous-famille finie F}, ..., Fiy de fermés tels que ﬂé—vlej = (. Ainsi N7 K; est compact. [

Proposition 1.2.70. Soient (X1,7T1) un espace topologique, (Xa,72) un espace topologique séparé et
f X1 = Xo une application continue. Alors f(K) est compacte pour tout compact K C X;.

Démonstration. Tout d’abord, f(K) est séparée puisque T5 sépare les points. Soit (O;);e; un recouvre-
ment ouvert de f(K), alors par continuité, (f~1(0;))ser est recouvrement ouvert de K. On peut extraire

un recouvrement ouvert fini f=1(0;),..., f~1(On) de K. On montre que les ouverts O, ..., Oy recouvre
F(K) : soit z € f(K) tel que z € NN, 08, alors f~({z}) c N¥,f~1(0;)L. On a ainsi trouvé y € K tel
que y € (vazlffl(Oi))c. Contradiction. O

Corollaire 1.2.71. Soit f : (X,7) — R une application continue ot (X,T) est un espace topologique
compact non vide. Alors f est bornée et atteint ses bornes.

Démonstration. La fonction f est a valeurs dans R un espace métrique donc séparé, il s’ensuit que f(X)
est séparé. Par la proposition précédente, f(X) est donc compacte, or les compacts de R sont les fermés
bornées. Ainsi, f est bornée. De plus sup,cx f(2) et infyex f(x) sont dans f(X) = f(X), ainsi f atteint
ses bornes. O

Ezercice 11. Soit f : (E,d) — R une fonction continue strictement positive, c’est a dire {x € E : f(z) <
0} = 0. Montrer que si (F,d) est compact, il existe § > 0 tel que f(z) > ¢ pour tout = € E.

Définition 1.2.72 (Espace topologique séparable). Un espace topologique (X, T) est dit séparable si il
existe une partie dense au plus dénombrable.

Remarque 12. 1l ne faut pas confondre “séparable” et “séparé”.
Corollaire 1.2.73. Tout espace métrique compact est séparable.

Démonstration. Pour tout n > 1, la famille O = {B(z,1/n) : z € X} est certainement un recouvrement
ouvert, par compacité, on peut extraire un sous-recouvrement fini : il existe p,, points x1, ..., z,, tels que
la famille finie d’ouverts {B(z;,1/n),i = 1,...,p,} soit un recouvrement. On note pour chaque n > 1,
Cy, 'ensemble des points x; choisis. Alors, D = U, >1C,, est dénombrable. Montrons qu’il est dense : soit
x € X alors pour tout n > 1, il existe y,, € C,, C D tel que z € B(y,,1/n). Autrement dit, d(z,y,) < 1/n
et (yn)n>1 converge vers x. O

Théoréme 1.2.74 (Théoreme de Tychonoft). Soit ((X;, T;))icr une famille d’espaces topologiques com-
pacts, alors, muni de la topologie produit, [],.; X; est compact.

Ezemple 11. Soit K un compact de R. L’ensemble F' = K01 des fonctions & valeurs dans un compact
K, muni de la topologie de la convergence simple, est compact.
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Démonstration. On va se contenter de montrer le théoreme dans le cas d’une famille dénombrable
((En,dy))n>0 d’espaces métriques. Si la famille est non dénombrable, la preuve de ce théoréme fait
appel a ’axiome du choix. Le cas non métrique est également un peu pénible car on ne peut pas utiliser
la caractérisation de Bolzano-Weierstrass.

On considere donc I'espace produit £ = [[, -, £, muni de la topologie produit (associée par exemple
& la métrique § définie par (1.2)) et on cherche & montrer la propriété de Bolzano-Weierstrass. Soit
(xk)k>0 une suite de points de E, pour chaque k£ > 0, on note x,(gn) la n-iéme coordonnée de zy.

Puisque Ej est compact, on peut trouver ¢g : N — N strictement croissante telle que ac((fo)( ) converge
vers (9. De méme, puisque E; est compact, la propriété de Bolzano-Weierstrass appliquée & (T o (k) )E>0
donne 'existence de ¢1 : N — N telle que x((;l)( ) converge vers (1) mais également x((bol)( ) converge vers
z(0),

En répétant le procédé indéfiniment, nous construisons ¢, : N — N, n > 0, strictement croissante telle
que pour tout n > 0 et tout £ =0, ..., n, szQ(k) converge vers (¥, On vérifie facilement que (x((;z(n))nzo
converge pour tout £ € N, c’est a dire (24, (n))n>0 converge dans la topologie produit.

Remarque 13. Ce principe d’extraction successive s’appelle principe de la suite diagonale de Cantor.

Théoréme de Heine et digression

Définition 1.2.75 (Continuité uniforme). Une fonction f : (E,d) — (E’,d’) est uniformément continue
si

Ve>0, 36>0: Va,yeE, d(z,y) <dé=d(f(z),f(y)) <e.

Définition 1.2.76 (Application lipschitzienne). Une application f : (E,d) — (E’,d’) est dite lipschit-
zienne si il existe K > 0 tel que pour tout =,y € E, d'(f(z), f(y)) < Kd(z,y). Une telle fonction est dite
K-lipschitzienne.

On remarque que si f est K-lipschitzienne, alors elle est K’-lipschitzienne pour toute K’ > K. La
plus petite constante K telle que f est K-lipschitzienne est appelée constante de Lipschitz.

Proposition 1.2.77. Soit f: (E,d) — (E’,d"). Alors,
1. si f est lipschitzienne, f est uniformément continue ;

2. st f est uniformément continue, f est continue.
Démonstration. Immédiat. O

Ezemple 12. Soit (E,d) un espace métrique et A C E non vide. Alors, 'application qui & x € E associe
a d(x, A) dans R muni de la métrique | - | est 1-lipschitzienne.

Définition 1.2.78. Une application f : (E,d) — (E’,d’) est une isométrie si pour tout z,y € F,
d'(f(z), f(y)) = d(z,y).

Définition 1.2.79. Une application f : (E,d) — (E’,d’) est un homéomorphisme si f est bijective et f
et f~1 sont continues. On dit que (E,d) et (E’,d’) sont homéomorphes.

Si lapplication identité id : (E,d) — (F,d’) est continue, on dit que d définit une topologie plus fine
que d'. Siid est un homéomorphisme alors on dit que d et d’ sont topologiquement équivalente. Si id
et sa réciproque sont uniformément continue, on dit que d et d’ sont uniformément équivalente. Enfin, si
id et sa réciproque sont lipschitziennes, on dit que d et d’ sont métriquement équivalente.

Proposition 1.2.80. Si d et d' sont métriquement équivalente alors d et d’ sont uniformément équiva-
lente.

Démonstration. Exercice. O

Théoréme 1.2.81 (Théoréme de Heine). Soient (E,d) un espace métriqgue compact, (E',d’) un espace
métrique et [ : E — E' une application continue. Alors [ est uniformément continue sur E.

Démonstration. Exercice. O
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1.2.7 Espaces métriques complets

Si les notions de limites, de continuité, de compacité peuvent se définir dans le contexte général des
espaces topologiques, la notion de suite de Cauchy est spécifique aux espaces métriques.

Définition 1.2.82 (Suite de Cauchy). Soit (E,d) un espace métrique. Une suite (z,,)n>0 & valeur dans
E est dite de Cauchy si elle vérifie la propriété suivante, appelée propriété de Cauchy,

Ve>0, INeN: p,g>N=d(zp, zq) <Ee.

Remarque 14. Une autre formulation pour une suite de Cauchy est la suivante : (z,,)n>0 est de Cauchy
si et seulement si limy, o0 SUP, >0 A(Tnyp, Tn) = 0.

Ezemple 13. Toute suite convergente a valeurs dans un espace métrique vérifie la propriété de Cauchy.
Proposition 1.2.83. Toute suite de Cauchy a au plus une valeur d’adhérence.

Démonstration. Soient z,y € X deux valeurs d’adhérences d’une suite de Cauchy (x,,),>0. Alors, pour
tout n,m € N

d(JC, y) < d(xa 'Tn) + d(LEn, xm) + d(JCm, y)

Soit € > 0, il existe N > 0 tel que n,m > N implique d(x,, ) < £/3. Puisque z,y sont des valeurs
d’adhérence, il existe n > N tel que d(z,z,,) < /3, de méme il existe m > N tel que d(y,z,) < €/3.
Finalement, d(z,y) < . Comme £ > 0 peut étre choisis arbitrairement petit, on obtient d(z,y) = 0 et
T =y. O

Définition 1.2.84 (Espace métrique complet). Un espace métrique (E,d) est complet si toute suite de
Cauchy est convergente.

Ezercice 12. Montrer que (Q, |- |) n’est pas complet.

Proposition 1.2.85 (Propriété fondamentale des espaces de Baire). Soient (E,d) un espace métrique
complet et (Fy)n>0 est une suite décroissante de fermés non vides dont le diamétre tend vers 0, alors
Nn>o0ly est un singleton.

Démonstration. Pour chaque n > 0, on choisit un point z,, € F;,. Soit € > 0, il existe N > 0 tel que
n > N implique Diam F,, < &, mais alors n,m > N implique d(z,,Z,,) < Diam F,, < e. Autrement dit,
(Zn)n>0 est une suite de Cauchy donc admet une unique valeur d’adhérence = € X. Par la proposition
1.2.37,

{z} = ﬂ{xm:mzn}c nFn

n>0 n>0
Pour l'inclusion inverse, il suffit de voir que si y € Ny>oF, alors d(z,y) < Diam F,, pour tout n > 0.
Douxz =y. O
Proposition 1.2.86. (R,|-|) est complet.

Démonstration. Soit (z,)n>0 une suite réelle vérifiant la propriété de Cauchy, alors A,, = {z) : k > n}
est une suite décroissante de parties de R. De plus, A4,, est borné pour tout n > 0. En effet, pour tout
e >0, il existe N > 0 tel que |z, — zn| < € dés que p > N, d’on

sup |zx| < max ( max ||, e + J;N|> =r., A, € B(0,re).
k>0 i=0,...,N

On note «a,, = inf A4, et 5, = sup A, alors Diam A,, = 8, — a,. Comme (z,),>0 est une suite de Cauchy,
Diam A4,, — 0.

La suite (@, )n>0 est croissante majorée, (8,)n>0 est décroissante minorée, elles sont convergentes.
On note « et 8 leurs limites respectives. Comme Diam A,, = ,, — «,, tend vers 0, on a en fait o = .
Dou z,, > a=p. O

Remarque 15. C’est donc la propriété du supremum et de I'infimum dans R qui permet de conclure.
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Remarque 16. La notion de complétude dépend explicitement de la métrique, aussi la complétude est
une notion métrique et non topologique. En particulier, on peut trouver des exemples de métriques
définissant la méme topologie sans étre pour autant simultanément compléte ou non complete.

Définition 1.2.87. Un K-espace vectoriel normé E est un espace de Banach s’il est complet pour la
métrique associée a la norme sur F.

Les démonstrations des trois propositions suivantes sont renvoyées en exercice de travaux dirigés.
Proposition 1.2.88. Tout K-espace vectoriel normé de dimension finie est un espace de Banach.
Proposition 1.2.89. L’espace (Ck([0,1]),] - [|co) est un espace de Banach.

Proposition 1.2.90. Soit p € [1,00] et S un ensemble discret. Alors £P(S) est un espace de Banach.

Définition 1.2.91. Soit (uy)n>0 une suite d’élément d’un espace vectoriel normé (E, || - ||). On dit que
la série de terme général u,, converge si la suite des sommes partielles converge au sens de la topologie
induit par la norme. On dit qu’elle converge absolument si la série de terme général ||u,|| converge dans
R.

Proposition 1.2.92. Un espace vectoriel normé (E, || - ||) est un espace de Banach si et seulement si
toute série absolument convergente converge.

C’est précisément cette caractérisation que 1’on utilisera dans le chapitre 6 pour montrer la complétude
des espaces L”.

Démonstration. Supposons que E est un espace de Banach, alors on vérifie que la suite (Sy,),>0 des
sommes partielles est de Cauchy, pour ¢ >p >mn:

q q ]
1Sg = Spll < || D7 wel| < D7 Nurll £ Y7 Musll = nmsse 0.
k=p+1 k=p+1 k=n+1

La propriété de complétude implique la convergence de la série.

Réciproquement, considérons une suite de Cauchy (uy,)n>0. On peut en extraire une sous-suite (vp, )n>0
telle que ||vp+1 —vn|| < 27™. Ainsi, la série de terme générale v, 1 — v, est absolument convergente donc
convergente par hypothese. Autrement dit, la suite extraite (v, ),>0 converge, or une suite de Cauchy
admet au plus une valeur d’adhérence donc la suite (z,,)n>0 converge également. Ainsi, (E,|| - ||) est
complet. O]

La proposition suivante montre que la complétude est une notion métrique en opposition a la com-
pacité qui était une notion topologique.

Proposition 1.2.93. Soit (E, d) un espace métrique complet. Alors, pour toute métrique 6 métriquement
équivalente a d sur E, (E,0) est complet.

Démonstration. Immédiat. O

Proposition 1.2.94. Tout produit dénombrable d’espaces métriques ((Ey, dp))n>0 complets est complet
pour la métrique

a0) = S22 R ) = (@ndaso o) € T] B

Démonstration. Si (xx)r>0 est une suite de Cauchy & valeurs dans Hn>0 FE,, alors pour tout n > 0,

(Ién))kzo est de Cauchy dans (E,,d,) complet donc converge vers z(™). Il est immédiat que (zj)r>0
converge vers z = (z(™),>0. O

Proposition 1.2.95. Tout espace métrique compact est complet.
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Démonstration. Une suite de Cauchy admet au plus une valeur d’adhérence. Or dans un espace métrique
compact, par Bolzano-Weierstrass, toute suite admet au moins une valeur d’adhérence. Donc une suite de

Cauchy dans un espace métrique compact admet exactement une valeur d’adhérence, elle est convergente.
O

Proposition 1.2.96. Dans un espace métrique complet, les parties complétes sont exactement les parties
fermées.

Démonstration. Exercice. O
Définition 1.2.97. Un espace métrique (F,d) est pré-compact si

N,
Ve>0, 3zy,...,any.€FE: EC UB(xi,e).

i=1
Proposition 1.2.98. Tout espace métrique pré-compact complet est compact.

Démonstration. On va montrer la propriété de Bolzano-Weierstrass, on considere donc (xy,),>0 une
suite dans l’espace pré-compact (E,d). Soit € = 1/2, alors il existe y; € E tel que B(y1,1/2) contient
une infinité de points x,, on note (w¢1(n))n20 cette suite extraite. Elle vérifie, pour tout n,m > 0,
(&g, (n), Ty (m)) < 1.

On réitere le procédé avec ¢ = 1/4 : on trouve une suite (Zg,(m))n>0 de (Zg,(n))n>0 vérifiant
d(T g, (n)s Tgy(m)) < 1/2 pour tout n,m > 0.

Ainsi, nous construisons successivement des sous-suites (24, (n))n>0 satisfaisant, pour tout n,m,
d(Z g, (n)s Top(m)) < 1/k. On considere la suite diagonale (24, (n))n>0 extraite de (z,)n>0 et les termes
d’indices n > k sont extraits de la suite (24, (n))n>0 donc d(zg, (n), Te,.(m)) < 1/k des que m,n > k.
Par conséquence, c’est une suite de Cauchy dans un espace complet donc elle converge. La propriété de
Bolzano-Weierstrass est vérifiée. O

Proposition 1.2.99. Soient E, F deux K-espace vectoriel normés. On suppose que F est un espace de
Banach, alors Lx(E, F) muni de la norme subordonnée est complet. En particulier, le dual topologique
d’un K-espace vectoriel normé est un espace de Banach.

Cette proposition est démontrée en travaux dirigés.

Théoréme 1.2.100 (Prolongement). Soient (E,d), (E’,d") deux espaces métriques, A C E une partie
dense dans E, f : A — E' une application uniformément continue. Si (E',d’) est complet alors f se
prolonge de maniére unique en une fonction f : E — E' (uniformément) continue sur E.

Démonstration. Unicité : Si f,g : E — E’ sont deux fonctions continues qui coincident sur A, alors
f = g. En effet, soit x € E, il existe une suite (z,),>0 de points de A qui converge vers x. Pour tout
n >0, f(x,) = g(x,). En faisant tendre n vers I'infini, la continuité de f et g implique f(z) = g(x).

Existence : Soit z € F, alors pour tout n > 1, B(z,1/n) N A # () par hypothese de densité. On
note 4, = f(B(z,1/n)NA) C E’. Alors A, 11 C A, et Diam A,, — 0 par uniforme continuité de f.
La propriété fondamentale des espaces de Baire implique N,,>0A, est réduite & un singleton, on note
Nn>04, = {f(z)}. Notons que N,>0A, C f({z} N A) et donc si z € A, on obtient f(x) = f(z).

En fait, on a mieux, si (z¢)¢>0 est une suite de points de A convergente vers z, alors pour tout n > 0,
il existe g tel que pour tout £ > ¢y, xy € B(x,1/n) N A si bien que f(z¢) € A,. Donc (f(x¢))e>0 est de
Cauchy convergente vers f (z). Cela nous permet de montrer I'uniforme continuité de f . En effet, soient
z,y €X, (z0)e>0 € AN et (yr)e>0 € AN deux suites qui convergent respectivement vers z et y, alors pour
tout £ >0

d(f(2), f(y)) < d(f (), f(ze) +d(f (ze), f(ye)) + d(f (ge), f(¥))-

Soit € > 0. On peut trouver L > 0 tel que pour tout £ > L,

d(f(x), f(ze) <e/3 et d(f(y), f(ye) <e/3.

De plus, on peut trouver n > 0 tel que d(xy, ye) < 3n implique d(f(x¢), f(ye)) < €/3. Enfin, comme
d(l‘g, yf) < d(IEg, {13) + d($7 y) + d(ya y5)7
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choisissons L' > 0 tel que ¢ > L’ implique d(z¢,z) < 1 et d(ys,y) < 7, si bien que d(x,y) < n implique
d(xe,ye) < 3n. Finalement, pour tout & > 0, il existe n > 0 tel que pour tout £ > LV L' et tout z,y € X
avec d(z,y) < n alors

d(f(x), f(y) < d(f(x), f(ze)) + d(f(w0), £ (ye)) +d(f (ye), F(y)) < e.
O

Théoréme 1.2.101 (Complétion d’un espace métrique). Tout espace métrique (E,d) est isométrique a

o~

un sous-espace dense d’un espace métrique complet (E,d) unique d isométrie prés et appelé le complété
de (E,d).
1.3 Espaces polonais

Nous nous bornons ici a définir ce qu’est un espace polonais qui est I’archétype des espaces que 1’on
croise souvent en théorie de la mesure.

Définition 1.3.1 (Espace polonais). Un espace métrique séparable complet est appelé espace polonais.

23



24



Chapitre 2

Tribus, applications mesurables et
mesures

L’objet de ce chapitre est d’introduire les concepts fondamentaux de la théorie de la mesure. La théorie
de la mesure donne un formalisme robuste aux notions de longueur, aire ou volume. Il est cependant
important de noter que la théorie de la mesure ne se cantonne pas aux espaces euclidien mais peut tout
a fait s’appliquer & des espaces de fonctions! Il ne s’agit pas 1a d’un ésotérisme mathématique mais bel
et bien des fondations permettant la construction du mouvement brownien lequel apparait comme la
brique élémentaire dans de nombreux domaines applications (théorie cinétique des gaz, mathématiques
financiéres. . .).

2.1 Tribus et Applications mesurables
2.1.1 Tribu

Dans toute la suite, X désigne un ensemble. On notera P(X) 'ensemble des parties de X.

Définition 2.1.1. Une tribu sur X est un sous-ensemble non vide de P(X), noté X, tel que
1. 0ex;
2. A € X implique A% € X (stable par passage au complémentaire) ;
3. si (An)n>1 C & alors |J,,5; An € X (stable par réunion dénombrable).

Proposition 2.1.2. Si X est une tribu alors
1. Xex,
2. (Ap)p>1 C X implique (,~, An € X (stable par intersection dénombrable),
3. A,B € X alors A\ B € X,_
4. A, B € X alors AAB € X.

Démonstration. Immédiat. O

Ezemple 14. On peut mentionner deux tribus particulieres la tribu la plus grossiere X = {0, X} et la
tribu la plus fine X = P(X). Lorsque X est finie ou dénombrable, on choisira la plupart du temps la tribu
la plus fine. Si X est non dénombrable, le choix de la tribu n’est plus aussi naturel.

Exercice 13. Vérifier que la tribu grossiere et la tribu la plus fine sont effectivement des tribus.

Définition 2.1.3. Un espace mesurable est la donnée d’un couple (X, X') constitué d’un ensemble X et
d’une tribu X sur X.

Proposition 2.1.4. Soit (X;);cr une famille de tribus sur X alors X =(\,.; Xi est une tribu sur X.

icl

Remarque 17. 11 s’agit bien d’une intersection quelconque, il n’est pas nécessaire qu’elle soit dénombrable !
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Démonstration. Pour i € I, X; est une tribu, donc ) € X; pour tout ¢ € I et il vient § € X. Soit (A;);>0
une famille dénombrable d’éléments de X, alors pour tout i € I, U;j>04; € A; et donc Uj>0A; € X. La
stabilité par passage au complémentaire se démontre de fagon analogue. O

Cette proposition permet de définir la notion de tribu engendrée.

Proposition 2.1.5 (Tribu engendrée). Soit C C P(X). Il existe une plus petite tribu (au sens de l'in-
clusion) contenant C. Cette tribu est appelée tribu engendrée par C et est notée o(C).

Démonstration. Soit & I’ensemble des tribus sur X qui contiennent C. Alors
X=[]8={ACX:VSe€®,AcS}
Se6

est une tribu qui contient C. Par définition, cette tribu est contenue dans toutes les tribus contenant
C. O

Exemple 15. Un autre exemple de tribu classique est celle engendrée par un sous-ensemble A C X, par
définition

o({A}) = {0, 4, A%, x}.
Proposition 2.1.6 (Image réciproque d’une tribu). Soient X et Y deuz ensembles, f : X — Y une
application et Y une tribu sur Y. Alors

) ={r(4),4€y}
est une tribu sur X appelée tribu image réciproque de Y par f.

Démonstration. Le résultat est conséquence directe du lemme ci-dessous dont la preuve est laissée en
exercice.

Lemme 2.1.7. Soit F' un ensemble et P(F') l’ensemble de ses parties. Soient A € P(F) et (B;)icr une
famille d’éléments de P(F'). Alors pour toute application f: E — F

! (U Bl-> =y, (ﬂ Bi> =B, f1Ah=r11Ar

i€l iel icl iel

Proposition 2.1.8. Soient f une application de X dans Y, C un sous-ensemble de P(Y). Alors
e (€)= a(f7H(C)).

Démonstration. Comme C C o(C), on a f~3(C) C f~'(o(C)) qui est une tribu par la proposition
précédente Ainsi, o(f~1(C)) est inclus dans f~1(o(C)).

Montrons l'inclusion inverse. Notons A I’ensemble des parties de A C Y telle f~1(A) € o(f~1(C)).
Alors A est une tribu : ) € A et la stabilité de 'image inverse par réunion et passage au complémentaire

permet de conclure. De plus A contient C, donc o(C). Il en résulte que f~1(c(C)) C f~1(A). Puis, par
définition, f~1(A) C o(f~1(C)), d’ou le résultat f~1(o(C)) C a(f~1(C)). O

Proposition 2.1.9 (Tribu induite). Soient (X, X) un espace mesurable et B C X, 'ensemble Xp =
{AN B, A € X} est une tribu sur B appelée tribu induite par X sur B.

Remarque 18. Notez que la partie B n’est pas supposée mesurable.

Démonstration. On vérifie les axiomes d’une tribu :
1. évidemment () € X' puisque § =N B;

2. soit A € X, il existe par définition A€ X tel que A = ANB.Orle complémentaire de A dans
B est ~ ~
ANB=UA'UBYYNB=4ANB.

Ainsi, Al e xp puisque Alex.
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3. Soit (Ap)n>1 des éléments de X, alors pour chaque n > 1 on peut trouver ,ZLL € X tels que
A, = A, NB. Alors

U 4. = U(anB): U A, | nB.
n>1 n>1 n>1
Ceci montre la stabilité par réunion dénombrable puisque Unzlgn e X.
O

Définition 2.1.10 (Tribu produit). Soient (X, X') et (Y, )) deux espaces mesurables. La tribu engendrée
par les parties de X x Y s’écrivant comme A x B avec A € X et B € ) est appelée tribu produit et on
la note X @ V.

2.1.2 Tribu borélienne

Définition 2.1.11. Soit (X, 7) un espace topologique. La tribu borélienne sur X, notée B(X) est la tribu
engendrée par les ouverts de (X, 7). Autrement dit, B(X) = o(7). Les éléments de B(X) sont appelés les
boréliens.

A priori, si (X,d) est un espace métrique, la tribu engendrée par les boules ouvertes ne coincident
pas avec la tribu borélienne. On montre cependant que c’est vrai pour un espace métrique séparable en
utilisant le lemme suivant.

Lemme 2.1.12. Soit (X,d) un espace métrique séparable. Alors tout ouvert est réunion dénombrable de
boules ouvertes.

Démonstration. Sous I'hypothese de séparabilité, il existe une suite (x,,),>0 dense dans X. Soit O un
ouvert et posons
I={(n,p) e NxQFf : B(zn,p) C O},

et montrons

0= U B(xp, p)-

(n,p)el

La réunion est par définition inclue dans O. Réciproquement, soit x € O. Comme O est ouvert, il existe
r > 0 tel B(xz,r) C O. On a méme pour tout p € QN (0,r), B(z,p) C B(xz,r) C O. De plus, comme
(Zn)n>0 est dense dans X, il est existe une sous-suite (2, )r>0 qui converge vers z. Autrement dit, il
existe K > 0 tel que k > K implique x,, € B(z,p/4). Par symétrie d’une métrique, x € B(xzy,, p/4).
Finalement, par I'inégalité triangulaire, pour tout y € B(x,, , p/4)

d(z,y) <d(w,2p,) +d(Tn,,y) <p/2 == 2z €& B(wy,,p/4) C B(z,p/2) CO.
O

Corollaire 2.1.13. Si (X,d) est un espace métrique séparable, alors la tribu engendrée par les boules
ouvertes coincident avec la tribu borélienne.

Démonstration. En utilisant le lemme 2.1.12, la preuve est immédiate. O

On appliquera trés souvent cette notion de tribu borélienne & R? muni de sa topologie usuelle,
typiquement celle donnée par une métrique issue d’une norme.
Proposition 2.1.14. Sur R muni de sa topologie usuelle, la tribu borélienne est engendrée par

1. les intervalles ouverts bornés,

2. la classe des intervalles de la forme (—o00,a) avec a € R,

3. la classe des intervalles de la forme (—o0,a] avec a € R.

Démonstration. 1. Notons &€ 'ensemble des intervalles ouverts bornés de R et O les ouverts de R.
On a bien entendu £ C O si bien que o(€) C o(O).

Pour linclusion inverse, il suffit de remarquer que (R, |- |) est séparable, ainsi tout ouvert est
réunion dénombrable d’intervalles ouverts bornés. Ainsi O C o(€) et donc o(0) C o(£).
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2. Soit £ la classe des intervalles de la forme (—o00, a). Encore une fois, 0(£") C o(O) puisque &' C O.
Pour P'inclusion inverse, il suffit de montrer que £ C o(€’), puisque par le point précédant, nous
aurons o(€) C o(&’) C 0(0). Soit (a,b) € £. On a

(a,b) = (—00,b) N (a,00) = (—00,b) N (—00, al’.

Puis, comme (—o0, a] = Ny,>1(—00,a+1/n), nous avons montré que 'on peut écrire (a,b) comme
I'intersection dénombrable d’éléments de £’.

3. Ce point se démontre de la méme maniere que le précédant.

O
Corollaire 2.1.15. La tribu borélienne sur R* muni de sa topologie usuelle est engendrée par
1. les pavés ouverts H?Zl(ai, bi) ;
2. les pavés ouverts semi-infinis H?Zl(—oqai) ;
3. les pavés fermés semi-infinis H?Zl(—oo, a;l.
Démonstration. C’est une application immédiate du lemme 2.1.12. O

2.1.3 La droite achevée

Pour diverses raisons, nous auront & considérer la compactification, généralement notée R, de la droite
réelle R. Pour se faire, il est possible de construire un homéomorphisme de R dans | — 1, 1[. L’intervalle
ouvert | — 1,1[ se compactifie en [—1,1] : c’est le plus petit compact de R qui contient | — 1,1[. Par
exemple, les applications suivantes réalisent un tel homéomorphisme :

f*R — ]-1,1] g:R — ]-1,1]
et
x = f(z)= T z — g(z) = 2 arctan(z).

L’adhérence de l'intervalle ouvert (—1,1) dans la topologie R est alors l'intervalle [—1, 1]. Il est alors
possible de prolonger les homéomorphismes f et g 4 R = RU{—00, 00}. Les points —co et +00 sont alors
les antécédents de —1 et par 1 par ces homémorphismes. On note dans la suite f et g les prolongements
de fet galR. -

Posons, pour tout z,y € R,

5x(x.y) = |F(0) — Fw)] et G(x.y) = (@) - Gw)].

Ces deux applications sont des métriques sur R. L’application identité entre (R,J f) et (R,d;) est un
homéomorphisme. Par ailleurs, la topologie résultant de la restrictions de ces métriques a R coincident
avec la topologie usuelle sur R associée a la valeur absolue. De plus, les espaces métriques (R, § ]7) et

(R, d5) sont compacts. Ainsi, R muni de I'une ou l'autre de ces métriques peut étre vue comme une
extension compacte de la droite réelle munie de la valeur absolue.

Notons qu’'une base d’ouvert pour cette topologie est constituée des intervalles ouverts de la forme
(a,b), (a,00] et [—00,b) avec a,b € R. Une base de voisinage dénombrable de +oo (resp. —o0) est données
par (n,+o0] (resp. [—0o,—n)), n > 0.

On démontre de facon analogue que la tribu borélienne de R est engendrée par les classes {[—00, a),a €
R} ou {[~00,a],a € R}.

Enfin, il est & noter 'ordre total de R peut également étre étendu & R puisque les homéomorphismes f
et g sont monotones croissants. Les opérations algébriques tels que I’addition et la multiplication peuvent
également étre étendues dans une certaine mesure. Il subsiste néanmoins des indéterminations tels que
+00—00. C’est une obstruction a la possibilité de définir une structure de groupe. A priori, les opérations
0 x 00 sont également indéterminées, néanmoins, par convention en théorie de la mesure, nous poserons
0 x £o0o = 0. Cette convention n’est pas source d’erreur et la raison apparaitra plus clairement dans la
suite.
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2.1.4 Applications mesurables, applications boréliennes

Définition 2.1.16 (Applications mesurables). Soient (X, X) et (Y,)) deux espaces mesurables. Une
application f: X — Y est dite mesurable si

) ca,

ou de maniere plus explicite
Acé = [ A ex.

Définition 2.1.17. Soient X, Y deux espaces topologiques. Une application mesurable de (X, B(X)) dans
(Y, B(Y)) est dite borélienne.

Pour A C X, on définit application indicatrice de A, notée 14, de X dans {0,1} pour z € X par

1 z€A

0 z¢ A

1A(w) =

On munit {0,1} de la topologie discrete (I’ensemble des ouverts n’est rien d’autre que I’ensemble des
parties de {0,1}). La tribu borélienne correspondante est la tribu grossiére. De fait, ’application 14 est
mesurable dés que A est mesurable. Réciproquement, toute application de f de X dans {0,1} s’écrit
Loupp s- De plus supp f = {x € X: f(z) = 1} est mesurable dés que f est mesurable.

Proposition 2.1.18. Soient (X, X) et (Y,)) deuz espaces mesurables, f une application de X dans Y
et B un ensemble de parties sur Y telle que o(B) = Y. Alors [ est mesurable si et seulement si l’image
réciproque de tout élément de B est dans X.

Démonstration. La condition est évidemment nécessaire. Réciproquement, si X’ contient I'image réciproque
de B, elle contient également la tribu engendrée par I'image réciproque de B, i.e. o(f~*(B)). Par la Pro-

position 2.1.8, o(f~Y(B)) = f~(a(B)) = f~1(Y). =

Corollaire 2.1.19. Soient X,Y deux espaces topologiques munis de leurs tribus boréliennes. Toute ap-
plication continue de X dans Y est mesurable.

Démonstration. La continuité implique que I'image inverse de tout ouvert est ouverte. D’ol le résultat.
O

Ezercice 14. Donner un exemple d’application borélienne non continue.

Proposition 2.1.20. Une application f: (X, X) — R est mesurable si
1. VaeR, {zeX: f(zx) <a} € X,
2. VaeR, {zeX: f(z)<a} e X,
3. VaeR, {xeX: f(x) >a} e X,
4. YaeR, {zeX: f(x)>a} € X.

Démonstration. C’est une application directe des propositions 2.1.14 et 2.1.18. O

Propriétés de stabilité

Proposition 2.1.21 (Composition). Soient (X, X), (Y,V) et (Z,Z) trois espaces mesurables, [ une
application mesurable de (X, X) dans (Y,)) et g une application mesurable de (Y,Y) dans (Z, Z). Alors
fog est mesurable de (X, X) dans (Z,Z).

Démonstration. Immédiat. O

Proposition 2.1.22. Soient (X1, X)) et (Xo, Xo) deux espaces mesurables et p1, pa les projections de
Xy x Xy sur Xy et Xy respectivement. On munit X1 X Xy de la tribu produit X1 @ Xy. Alors

1. les projections p1 et py sont mesurables ;
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2. soient (Y,)) un espace mesurable et f : Y — X; x Xo une application. Alors f est mesurable si
et seulement si les composées pyo f:Y = Xy et pao f: Y — Xy sont mesurables.

Démonstration. 1. Si By € A}, alors pl_l(Bl) = B; x X5 € X1 ® X5 et p; est mesurable. De la méme
maniere ps est mesurable.

2. Si f est mesurable, par la proposition précédente, p; o f et poo f sont mesurables. Réciproquement,
supposons p; o f et py o f mesurables. Alors pour tout By € Xy, f~1(B; x X3) = (p1 o f)~H(By)
est dans la tribu Y. De méme, pour tout By € Xy, f~1(X; x By) € V. Ainsi

FHBy x Ba) = fH((B1 x Xo) N (Xy x By)) = f 1By xXo) N f Xy x By) € V.

Comme X; ® X5 est la tribu engendrée par les By X By pour By € X et By € A, on conclut a
I’aide de la Proposition 2.1.8.
O

Corollaire 2.1.23. Pour qu’une application a valeurs compleres soit mesurable il faut et il suffit que
sa partie réelle et sa partie imaginaire soient mesurables. Si f et g sont des applications mesurables de
(X, X) a valeurs complexes, alors f + g, fg, |f|, ... sont mesurables.

Démonstration. 1l suffit d’appliquer les propositions 2.1.21 et 2.1.22 en remarquant que les applications
R? > (z,y) > x+y € R, R? > (1,y) = zy et R > 2 — |z| sont continues donc mesurables. O

Définition 2.1.24. Soit (z,),>0 une suite a valeurs dans R. La plus grande (resp. la plus petite) valeur
d’adhérence de (z,,)n>0 est notée limsup z,, (resp. liminf z,,) et est définie par

limsupx,, = inf supzy (resp. liminf z,, = sup inf xy).
n>0p>n n>0k2n

Remarque 19. On note parfois lim et lim en lieu et place de limsup et liminf.

Remarque 20. Les limites supérieures et inférieures sont a priori des éléments de R. Il est tout a fait
possible d’avoir limsup z,, = oo et liminf x,, = —o0, c’est le cas par exemple pour z, = (—1)"n. On a
toujours liminf x,, < limsupz,, et (x,),>0 converge si et seulement si liminf x,, > lim sup z,,.

Pour une suite de fonctions (fy)n>0 sur X a valeurs dans R, on note limsup f, et liminf f, les
fonctions qui & z € X associe limsup f,,(z) et liminf f,,(z) respectivement.

Proposition 2.1.25 (Stabilité par passage a la limite). 1. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions me-
surables sur (X, X) a valeur dans R. Les fonctions sup f,, inf f,, limsup f,, et liminf f,, sont
mesurables.

2. Soit (fn)n>0 une suite de fonctions mesurables & valeurs dans C telle que pour tout v € E,
lim,, f,(z) = f(x) existe. Alors f est mesurable.

Démonstration. 1. Par hypothese, pour tout a € R, I’ensemble {f,, < a} est dans X. Or, {sup f,, <
a} = Np>o{fn < a}. Par la Proposition 2.1.20, sup f,, est mesurable. Comme inf f,, = —sup —f,,

inf f, est mesurable. Enfin, limsup f, = inf,>0supy>, fr et liminf f,, = sup,,> infx>, fi sont
mesurables par ce qui précede.

2. 1l suffit de montrer que partie réelle et partie imaginaire de f est mesurable. Sans perte de
généralité, on peut donc supposer seulement le cas réel. Dans ce cas, f = limsup f, = liminf f,
et est donc mesurable.

O

Ezercice 15. Soient f et g deux applications mesurables de (X, X') dans Ry (muni de sa tribu borélienne).
Montrer que {f < g} et {f < g} sont des ensembles mesurables.
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2.1.5 Approximation des fonctions mesurables

Soit (X, X) un espace mesuré. On notera mX ’ensemble des fonctions mesurables et par mX, 1’en-
semble des fonctions mesurables positives.

Définition 2.1.26 (Fonctions étagées). Une fonction mesurable sur (X, X') a valeurs dans C est dite
étagée si elle ne prend qu’un nombre fini de valeurs distinctes. On notera m& et m&, respectivement
I’ensemble des fonctions mesurables étagées bornées et mesurables étagées positives.

Soit f une fonction étagée et aq, ..., ay, les n valeurs distinctes prises par f. Pour i € {1,...,n}, on
pose A; = {f = a;}. Puisque f est mesurable, les ensembles A; sont mesurables et f se réécrit

n
f = ZailAi.
i=1

Réciproquement, toute combinaison linéaire finie a coefficients réels ou complexes de fonctions indi-
catrices d’ensembles mesurables est une fonction étagée. L’ensemble des fonctions étagées est K-espace
vectoriel (de dimension infinie).

Théoréme 2.1.27. Soit f une fonction mesurable sur (X, X) a valeurs dans R, . Alors, il existe une suite
croissante (fn)n>0 de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f. De plus, la convergence
est uniforme sur tout ensemble B € X sur lequel f est bornée.

Démonstration. Pour n >0 et k=0,1,...,n2" — 1, posons (c.f. Figure 2.1)

k+1
A’L:{fzn} et A7L,k:{2]€71§f< 2_; }

/\

|
|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

|

+ |
1+ |
|

|

|

|

|

|

|

|

|

+

=~
=

N
=

/

l

v

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
r
|
|

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
)
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
1
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
T
1
|
|

FIGURE 2.1 — Découpage dyadique tronqué d’une fonction mesurable f.

On définit alors la fonction f, par :

k
fn = Z 71An,k —l—nlAn.

271
k=0

Par définition, f, est une fonction étagée positive telle que f,, < f. D’autre part, on vérifie que si
HAS An,kv

fn(x) si gty < f(x) < 38H

fal@) + 5k si 24 < fx) < 204D,

fn+1(x) =
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D’autre part, si z € A,,

oy = ML s el

n—f—% sin+2f%§f(x)<n+2€f+ll, OS€§271+1—1.

Ainsi, pour tout n > 0 et tout z € X, f,,(z) < fr11(x) : la suite (f,)n>0 est croissante. De plus, (A, )n>0
est une suite décroissante d’éléments de X'. Donc si z € AC

no» alors pour tout n > ng, x € AEL ou encore
pour tout n > ng

05 ()~ fule) < 5

Ceci implique que (f,,(2))n>0 converge vers f(z). Ainsi, la suite (f,),>0 converge sur I'ensemble U, > AC
qui n’est autre que {f < oo}. Si x € {f = oo}, alors pour tout n > 0, f,(x) =n qui tend vers co quand
n tend vers co. Soit a présent B € X tel que f soit bornée sur B. Il existe n; tel que, pour tout = € B,
f(z) <ni. Alors BN A,,, =0 et ainsi

1
Yn >ny, Vo € B,0 < f(x) — fu(z) < 7

La convergence est donc bien uniforme sur B. O

Corollaire 2.1.28. Toute fonction f mesurable sur (X,X) a valeurs dans R (resp. R?, resp. C) est
limite simple d’une suite (fn)n>0 de fonctions étagées a valeurs dans R (resp. RY, resp. C).

Démonstration. Si f est & valeurs dans R, on peut Pécrire f = f* — f~ avec fT = fVvO0et f~ = —fAQ.
Comme fT et f~ sont mesurables & valeurs dans R, il existe des suites (g, )n>0 €t (hn)n>0 de fonctions
étagées positives tendant simplement vers fT et f~ respectivement. La suite (fy,)n>0, OU fr, = gn — hn,
est formée de fonctions étagées et converge simplement vers f. Si f est a valeurs dans R?, on raisonne
composante par composante. De méme, si f est a valeurs complexes, on ’écrira comme somme de ses
parties réelle et imaginaire. O

2.2 Mesures positives

2.2.1 Définitions et propriétés élémentaires
Définition 2.2.1 (Mesure positive). Soit (X, X’) un espace mesurable. Une mesure positive, ou simple-
ment une mesure, sur (X, X') est une application p : X — R satisfaisant

L p(0) =0,

2. si (Ap)n>0 est une suite d’éléments deux & deux disjoints (i.e. A, NA,, =0 dés que n # m), alors

H UAn :Zﬂ(An)'

n>0 n>0

Cette deuxieme propriété est appelée o-additivité.

Une mesure positive vérifiant p(X) < oo est dite finie. Si elle vérifie u(X) = 1, c’est une mesure de
probabilité. Enfin, si il existe une suite (A, ),>0 d’éléments de X telle que X = U, >04,, et, pour tout
n €N, u(4,) < oo, on dit que p est o-finie.

Définition 2.2.2 (Espace mesuré). Un espace mesuré est la donnée d’un triplet (X, X, u) ot (X, X) est
un espace mesurable et p est une mesure positive sur (X, X).

Lorsqu’il n’y aura pas d’ambiguités sur la tribu X’ nous écrirons simplement (X, ). Ce sera notamment
le cas lorsque X est discret ou lorsque X est un espace topologique. Dans le premier cas, on munira
I’ensemble discret presqu’exclusivement de la tribu la plus fine, celle qui contient toutes les parties de X.
Dans le second cas, on considéra en générale la tribu borélienne.

Proposition 2.2.3. Soit (X, X, u) un espace mesuré.
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1. Si Ay,..., A, € X sont deux a deux disjoints, alors
p(Ay U UA,) = p(A) + -+ u(Ay).

2. Soient A,B € X tels que A C B, alors p(A) < p(B). De plus, si u(A) < oo, alors (B \ A) =
u(B) — p(A).
3. Soient A,B € X, (AU B)+ u(ANB) = u(A) + p(B).

Remarque 21. Une mesure p est dite finiment additive si dans le deuxieme point de la définition 2.2.1,
la famille d’ensemble (resp. la réunion, la somme) dénombrable est remplacée par une famille finie.

Démonstration. 1. Onpose By = Ay, ..., B, = A, et pour tout i > n+1, B; = 0. Alors (B,,)n>0 est
une famille dénombrable d’ensembles deux & deux disjoints. On obtient I'additivité finie a ’aide
de la o-additivité et du fait que u(0) = 0.

2. On écrit B = AU (AP N B), c’est la réunion de deux ensembles mesurables disjoints, d’ott pu(B) =
1(A) + w(A® N B) > pu(A). De plus AL N B = B\ A doi, si u(A) < oo, I'égalité u(B\ A) =
1(B) — p(A).

3. Comme AN B C A, si u(AN B) = oo alors u(A) = oo et I'égalité est vérifiée (en fait u(B) = oo
également). Si u(AN B) < 0o, on peut écrire AUB = A\ (ANB)UANBUB\ (AN B) qui est
une réunion disjointe. D’ol

w(AUB) = u(A\ (AN B)) +u(AN B) +u(B\ (AN B)) = p(A) + w(B) — p(AN B).

La proposition suivante donne une définition équivalente d’une mesure positive.
prop q p

Proposition 2.2.4. Une application p: X — Ry est une mesure si et seulement si
1 p(@) =0;
2. st A, B € X sont disjoints, alors p(AU B) = p(A) + u(B) ;

3. pour toute suite croissante (By)n>0 d’éléments de X, pu(Up>0By) = limy, o0 p(B).

Remarque 22. Cette définition équivalente a 'avantage de faire apparaitre explicitement une propriété
asymptotique des mesures (dans le point (3)). Cest cette propriété qui sera cruciale pour montrer le
théoreme de convergence monotone qui fait toute la puissance de l'intégrale de Lebesgue.

Démonstration. Ce sont des conditions suffisantes. En effet, par récurrence sur le point (i¢), pour toute
collection finie Ay, ..., A, d’ensembles mesurables deux a deux disjoints, on a

M(Al U"'UAn) :/*"(Al) ++/’L(An)

Si (Ap)n>1 est une collection d’ensembles mesurables deux & deux disjoints, en posant By = Ui<p<gAn,
alors p(By) = Z};=1 1(Ay). De plus, (Bg)k>1 est une suite croissante telle que Ug>1 By = Up>14,. Par
le point (3), on obtient

MUz An) = u(Ups 1 Bi) = hm W(Bk) = hm Z/«L Ag) ZM(Ak
k=1 k=1

Réciproquement, supposons que £ soit une mesure. Soit (B, ),>0 une suite croissante d’ensembles me-
surables. Posons Ay = By et, pour tout n > 1, A, = B, \ B,_1 € X. Alors (A,)n>0 est une suite
d’ensembles mesurables deux a deux disjoints et, pour tout n > 0, B, = U}_,A. Il en résulte que

/”L(U’I?LO:OB”) = Uk OAk Z,U (Ag) = hm ZM (Ag) = hm w(Bn)-

Ceci acheve la preuve de la proposition. O

Proposition 2.2.5. Soit (X, X, u) un espace mesuré.
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1. Si (Bp)n>o est une famille d’éléments de X, alors p(Un>0Bn) < 32,50 #(Bn).

2. Si (Bp)n>o est une suite décroissante de X telle que u(By,) < 0o pour un certain ng > 0, alors
la suite (u(Bn))n=o converge en décroissant vers ji(Nn>0Bn).

Remarque 23. Dans le deuxiéme point, 'existence d’un entier ng tel que p(B,,) < 0o est nécessaire. En
effet, si u est la mesure de comptage sur N et B, = {n,n+1,...} alors u(B,) = oo pour tout n > 0 et
ﬁnZOBn =0.

Démonstration. 1. On pose Ag = By et, pour tout n > 1, 4,, = B, \ (UZ;éBk) =B,N (UZ;éBk)E.
Les ensembles (A;),>0 sont deux & deux disjoints et U}_, By = Up_,Ax. D’ou, puisque A,, C B,
pour tout n > 0.

(UnZoBn) = n(UpZoAx) = ZH (Ag) < Z 1(Bn).

n=0

2. Pour k > ng, on pose Ay, = By, \ Bg. La suite (Ag)r>n, €st croissante et on a Ug>n,Ar =
By, \ (Ng>n, Bk). Puisque Ng>pn,Bi C By, et By C By, on a

1(Brg \ (Mk>noBrk)) = w(Bny) — 1(Me>no Bi) et p(Ay) = p(Bn,) — p(Br),
d’ou
#(Big) = (=g Bi) = 1(Ukzno Ar) = lim pu(A)

i (1(Bng) = 1(Br)) = (Bno) — lim u(By),

et donc p(Ng>1Bk) = limy_ oo u(By).
O

Définition 2.2.6. Soient (X, X, 1) un espace mesuré et (A, ),>o une famille d’éléments de X'. On définit
la limite supérieure et inférieure de cette famille comme suit

limsup 4,, = ﬂ U A,, et liminfA, = U ﬂ A,

n>0m>n n>0m>n

Intuitivement, si x € limsup A, cela signifie que x est dans une infinité de A,,. Si x € liminf A,,, cela
signifie que z est dans tous les A,, & partir d’un certain rang n > 0. Notons également que

(lim sup An)n = lim inf A,[i.

Proposition 2.2.7 (Borel-Cantelli). Soient (X, X, ) un espace mesuré et (Ap)n>0 une famille d’élé-

ments de X. Si, quitte a4 enlever un nombre fini de termes, la série des (W(An))n>0 est finie, alors
p(limsup A,) = 0.

Démonstration. La suite (Up>nAm)n>0 est décroissante, de plus il existe ng > 0 tel que
o> > Ay > | An
n>ngo n>ng

Dot il vient que

u ﬂ U Ay | = lim p U Ap | < lim Zu(Am)zo.
n>0m>n oo m>n n—>oom2n
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2.2.2 Quelques exemples de mesures : mesures discretes et mesure de Le-
besgue

Définition 2.2.8 (Masse de Dirac). Soient (X, X) un espace mesuré et a € X. Posons pour tout A € X

1 sia€e A
511(14):
0 sia¢ A

L’application d, est une mesure de probabilité, appelée la mesure (ou masse) de Dirac au point a.
Ezercice 16. Vérifier que la masse de Dirac en un point est bien une mesure.

Définition 2.2.9 (Mesure de Bernoulli). Soit p € (0,1). Sur (R,B(R)), la mesure de Bernoulli de
parametre p est définie par u = (1 — p)do + pd;.

Remarque 24. La mesure de Bernoulli est ici définie sur X = R mais on aurait pu choisir X = {0, 1},
X =N ou encore X =[0,1] ...

Définition 2.2.10 (Mesures discretes). Soit (X, X') un espace mesurable. Soient (an)n>0 une suite de
points de X et (ay,)n>0 une suite a valeurs dans Ry. Pour tout A € X, on pose

p(A) =" anda, (A).

n>0

L’application j : X — R est une mesure positive. Tout point a,, tel que a,, > 0 est appelé atome de p.

Lemme 2.2.11. S0it (G m)n,m>0 une suite double de réels positifs telle que
— pour tout n >0, an,m < Gnyms1, €t
— pour tout m >0, anm < Gnti,m-

Alors

lim lim ap., = lim lim a,,., € Ry.
n—o00 Mm—0o0 m—00 N—00

Démonstration. Immédiat. O

FEzercice 17. Soit (akn)knen est suite double de nombres positifs. Montrer que 1’égalité suivante a lieu

dans R
PIPILEEDIPILIEE

k=0n=0 n=0 k=0
En déduire que toute mesure discrete est en effet une mesure.

Ezemple 16. Les 4 premieres mesures sont des probabilités.

1. La mesure uniforme p sur {1,...,n} de parametre n > 1 est définie par
1 n
p==> 0
k=1

2. La mesure binomiale p de parametres p € (0,1) et n > 1 est définie par

n
Yk —k
= 1 - n 6 .
p=y ( k)p (1—p)" "5
k=0
3. La mesure géométrique p de parametre p € (0, 1) est définie par

p=> p(l—p)" 1o,

n>1
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4. La mesure de Poisson de parametre A > 0 est définie par

n= Z 67)\%.

n>0

5. La mesure de comptage associée & une suite (a,)n>0 de points de X.

M:Z5an-

n>0
Théoréme 2.2.12 (Mesure de Lebesgue). Il existe une unique mesure X sur (R, B(R)) telle que
1. X([0,1]) =1,
2. pour tout a € R et tout B € B(R), A(a+ B) = A\(B).
Elle est appelée mesure de Lebesque sur R.

La mesure de Lebesgue est donc 'unique mesure invariante par translation qui affecte une masse 1 a
Pintervalle [0, 1]. C’est la mesure “qui correspond” & 'intégrale de Riemann.

La démonstration de ce théoreme est loin d’étre immédiate. C’est une conséquence du théoreme de
Carathéodory donné a la fin de ce chapitre. On peut d’ores et déja donner le résultat suivant.

Proposition 2.2.13. Pour tous a < b réels,
A[a,b]) = A(a,b)) = A([a,b)) = A((a,b]) = b —a.
Si I est un intervalle non borné, alors \I) = oo.
Démonstration. Si I est un intervalle non borné, alors I = (—o0,a), I = (—o00,a], I = (a,0), I = [a,0)

ou I = R. Traitons le premier cas par exemple. On note n, le plus grand entier plus petit que a. Alors,

Na

U ®x-1kc1,

k=00

ainsi, par la premiere partie de la proposition et croissance d’une mesure, on obtient

)\(I)>)\< D (k—l,k])z i A(k—1,k) = i: 1= oo.

k=—o0 k=—o00 k=—o00

Posons a = A({0}), alors par invariance par translation de la mesure de Lebesgue et croissance des
mesures, il est facile de voir que na = A({1/k : 1 < k <n}) <1, et ce pour tout n > 1 donc o = 0. De
méme, pour tout z € R, A({z}) = 0. Cela permet de conclure pour les trois premieres égalités.

Clairement,
1 2 3 -1
(071]:<o,]u<,}u...u<" 71}
n n'n n

Par additivité et invariance par translation, on obtient que A((0,1/n]) = 1/n et méme pour tout ky < ks

(4] -
n n n

De 14, on peut passer & des bornes rationnelles en remarquant que si r = p1/q1 et s = pa/qo alors

(rys] = (B2, 24| FEp fait, si a < b sont deux réels alors il existe (r,,)n,>0 une suite décroissante de
q192 "’ 9192 =

rationnels et (s,),>0 une suite croissante de rationnels qui convergent respectivement vers a et b, de
sorte que

U (rny $n] = (a,b) et A((a,b)) = lim A((rn,sn]) =b—a,

n—oo
n>0

en utilisant la continuité & gauche d’une mesure.

O

Remarque 25. En remarquant (0,1) = Ugze(o,1){z}, il devient transparent qu’il est illusoire de considérer
une forme d’additivité plus générale que la o-additivité car si nous pouvons bien donner un sens dans
ce cas précis a ), 1) A({z}) puisque tous les termes de cette somme sont nuls, il est bien entendu

que 1= A((0,1)) # >pc 0.1y A{2})-
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2.2.3 Théoréme des classes monotones, caractérisation des mesures et théo-
reme de prolongement de Carathéodory

Théoréme des classes monotones

Définition 2.2.14 (7-systéme). Une famille C de parties de X est un m-systéme si

1. C # 0,

2. 81 A,BeCalors ANB €C.

La notion d’algebre de Boole contient la notion de 7w-systeme. Le m-systeme est ’hypothése minimale
apparaissant dans le théoréeme de classe monotone, mais la notion d’algebre de Boole est plus naturelle.
Définition 2.2.15 (Algebre de Boole). Une algébre de Boole sur X est un ensemble de parties C vérifiant

1. Xedl,

2. AeC alors AC ¢ C,

3. A/BeCalors AUB€C.

Ezercice 18. Vérifier que, sur R, ’ensemble des intervalles est un w-systeme. Vérifier que I’ensemble des
réunions finies d’intervalles deux & deux disjoints est une algebre de Boole.

Remarque 26. Une tribu sur X est une algebre sur X stable par union dénombrable :

(An)nzo S CN = U A, eC.
n>0

Cette remarque explique la dénomination de o-algebre parfois employée qui est par ailleurs traduite en
o-algebra en anglais.

Définition 2.2.16 (A-systéme ou classe monotone). Une famille A de parties de X est appelée A-systéme
si

1. XeA,
2. si (Ap)n>0 est suite croissante d’éléments de A alors U,>94, € A,
3. 81 A,Be€ Aavec AC Balors B\ AcA.

Remarque 27. Une tribu est en particulier une classe monotone.
Lemme 2.2.17. Soit A un \-systéme stable par intersection finie. Alors A est une tribu.

Démonstration. Les points (1) et (3) de la définition d’un A-systéme implique qu'un A-systéme est stable
par passage au complémentaire. En particulier, ) € A. Il reste donc & montrer que A est stable par union
dénombrable. Si A, B € A alors AUB = (AC N BE)E ainsi A est stable par union finie. Soit (4,,),>0 une

famille d’éléments de A alors
p
Ua=UUa

n>0 p>0 k=0

Comme (U}_,Ag)p>0 est une suite croissante de A, on montre la stabilité de A par union dénombrable,
ce qui termine la preuve du lemme. O

Proposition 2.2.18. 5i S est un ensemble de parties de X alors il existe un plus petit A-systéme
contenant S noté A(S).

Démonstration. C’est la méme idée que pour les tribus engendrées : il faut remarquer que l'intersection
de A-systeémes est un A-systeme. O

Les A-systemes sont des classes beaucoup moins riches que les tribus. Le théoréme suivant va permettre
de caractériser les mesures en se restreignant a ces A-systeme.

Théoreme 2.2.19 (des classes monotones). Si S est un w-systéme alors A(S) = o(S).
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Démonstration. Du fait du lemme 2.2.17, il suffit de montrer que A(S) est stable par intersection finie.
Soit B € S fixé, posons

Ap={A€AS): ANB € A(S)}.

On vérifie que A est un A-systeme :
— tout d’abord, puisque XN B =B €S CA(S), X € Ap;
— d’autre part, si (Ay)n>0 est une suite croissante d’éléments de Ap alors A, N B € A(S) pour tout
n > 0. Or

U 4. | nB=|]J4.nB) (2.1)

n>0 n>0

si bien que, puisque A(S) est un A-systeéme et que (A, N B),>( est une suite croissante d’éléments
de A(S), le membre de gauche est un élément de A(S). Ainsi, U,>04, € Ap;
— enfin, (A; \ 4g)NB=A1NB\ AyNB € A(S) car Ag, A1 € Ap et A(S) est un A-systeme.
Par ailleurs, S est un w-systéme, il est stable par intersection finie si bien que pour tout A € S, ANB €
S C A(S). Nous avons donc montré que Ag est un A-systéme qui contient S, par conséquent il contient
A(S). En particulier, on a montré que

VBeS, VAeA(S), ANBEeA(S). (2.2)
Soit maintenant C' € A(S) et posons
Ac={AeAS): ANC e AS)}

En procédant de la méme fagon que pour Ap, nous pouvons montrer que A est un A-systéme. De plus
il contient S puisque si A € S alors AN C € A(S) par (2.2). Le A-systeme A¢ contient donc A(S). Mais
par définition, Ac C A(S) donc pour tout C € A(S), Ac = A(S). Ceci implique en particulier que A(S)
est stable par intersection finie, ¢’est donc une tribu et o(S) C A(S). Comme une tribu est un A-systéme,
Iinclusion précédente est en fait une égalité. O

Théoreéme 2.2.20 (Caractérisation des mesures). Soit S un m-systéme.

1. Soient p et v deux mesures finies sur o(S) telles que

— p(X) =v(X),
— pour tout A € S, u(A) =v(A).
Alors p=v.

2. Soient v et v deux mesures sur o(S) telles que
— pour tout A € S, u(A) =v(A4),
— il existe une suite exhaustive croissante (Bp)n>0 d’éléments de S telle que u(By) = v(By,) < 00
pour tout n € N.
Alors = v.

Remarque 28. Ainsi, si 'on veut vérifier que deux mesures de probabilités coincident sur (X, X) il
suffit de vérifier qu’elles coincident sur un 7-systéme (ou une algebre de Boole) engendrant la tribu X'
Typiquement, pour les mesures boréliennes sur R, il suffira de le vérifier pour les intervalles (—oo, a] pour
tout a € R.

Démonstration. On commence par le cas ol u et v des mesures finies. On pose
A={Aeco(S):u(ld)=v(4)}.

Montrons que A est un A-systéme. Par hypothese, X € A. De plus A est stable par union finie. Soit
(Apn)n>0 une suite croissante d’éléments de A. Par stabilité par union finie et continuité de la mesure

() = (Ua) = o () = (U ).

n>0 k=0 n>0
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si bien que U,>04,, € A. Soient A, B € A avec A C B. Puisque u(X) et v(X) sont finis et que B € A, on
a u(B),v(B) < co. De plus,
B\ A) = u(B) = u(A) = v(B) —v(A) = v(B\ A),

et donc B\ A € A.
Ainsi A est un A-systéme qui contient le m-systéme S donc A(S) C A. Par définition, A C o(S) et
d’apres le théoréme des classes monotones, A(S) = o(S). Finalement, on a montré

A Co(S)=A(S) CA.

Supposons désormais que p et v soient seulement o-finies et soit (B, ),>0 une suite exhaustive satis-
faisant aux hypotheses du théoréme. Pour n > 0, on définit les mesures u, et v, sur o(S) par

VA€ a(S), pn(A)=p(ANDB,), et v,(4A) =v(ANB,).

Les mesures pu,, et v, sont finies et coincident sur S (qui rappelons le est stable par intersections finies)
donc sur o(S) par le premier point. Enfin, pour tout A € o(S), puisque (A N By)n>0 est une suite
croissante d’éléments de o(S),

w(A) = lim p,(A) = lim p(ANB,) = lim v(ANB,) = lim v,(A) =v(A).
n—oo

n—oo n— oo n—0o0

Ceci acheve la preuve. O

Théoréme d’extension de Carathéodory

Définition 2.2.21 (Mesure sur une algebre de Boole). Soit C une algebre de Boole sur X. Une mesure
sur C est une application
pw:C— Ry U{co}
satisfaisant
L p(@) =0,
2. w est finiment additive : si A,B € C et AN B =10 alors u(AU B) = u(A) + u(B),

3. si (Ayn)n>0 est une suite décroissante d’élément de C telle que

u(Ap) < oo et mAnZQ) = u(A4,)l0 quand n — oc.
n>0

Définition 2.2.22. Soit C une algebre de Boole sur X et p une mesure sur C. On dit que
1. p est finie si u(X) < 00}

2. p est o-finie §il existe une suite exhaustive (B,,),>o d’éléments de C avec p(B,) < co pour tout
n > 0 et telle que pour tout A € C, pu(A) = lim,— 00 u(B,, N A).

Proposition 2.2.23. Soit p une mesure finie sur une algebre de Boole C. Alors

1. p est o-additive : si (Ap)n>0 est une suite d’éléments de C deuz a deux disjoints et Up,>0A, € C,
alors

H LJ«An ::jgjli@4n)

n>0 n>0

2. | est continue & gauche : si (A,)n>0 est une suite croissante d’éléments de C et U,>0A, € C,
alors

w(An) T U A, quand n — oo.
n>0

3. 1 est o-sous-additive : si (Ap)n>o0 est une suite d’éléments de C et Up>0Ay, € C alors

pl U An| €D (A,

n>0 n>0
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Démonstration. 1. Soit (A;,)n>0 une suite d’éléments de C deux & deux disjoints tels que U, >0 A, € C.
On pose

n—1
By,=|JA4n \(UAk>.
n>0 k=0

Comme C est une algebre de Boole, il est stable par union finie et par passage au complémentaire
si bien que B,, € C pour tout n > 0. Les ensembles Ag, A41,..., A,_1 et B, sont par ailleurs deux &
deux disjoints. Puisque p est finiment additive (le point (2) définissant une mesure sur une algebre
de Boole), on obtient

il U An | = 0(A0) + u(As) + -+ p(An-1) + p(Ba). (2:3)
n>0

D’autre part, la suite (B, ),>0 est décroissante, Ny, >0 B, = 0 et comme p est finie pu(By) < co. Par
conséquent, par le point (3) définissant une mesure sur une algebre de Boole : lim,,_, o, 1(By) = 0.
En faisant tendre n vers l'infini dans (2.3), on obtient

K U An | = Z 1(Ay).

n>0 n—oo

2. Soit (A,,)n>0 une suite croissante d’éléments de C. Posons By = Ay et pour tout n > 1, B,, =
Ap \ Ap—1. Alors les By, sont des éléments de C deux & deux disjoints et tels que pour tout n > 0,
Ay, = U}_yBy. D’autre part Up>0B, = Up>04, € C par hypothese. Le point précédent montre

n

plUAn | =n{UBa| =D nBy)= lim 13 u(B)

n>0 n>0 n>0 k=0
= lim 14 <Iyo Bk) = lim 1 p(4,).

3. On pose By = Ay et pour tout n > 1,

n—1
B, = A, \ U Ay
k=0

Les ensembles B, sont des éléments de C deux a deux disjoints et B, = U}_,Ak. De plus,
Un>0Br = Up>04,. D’oll, puisque B,, C A, si bien que p(A,) = p(By) + w(An \ Bn),

1% U An | =n U B, | = Z.U(Bn) < Z.U(An)-

n>0 n>0 n>0 n>0
O
Remarque 29. Les points 2 et 3 de la proposition 2.2.23 se montrent en fait de la méme fagon que pour
les mesures sur une tribu. Cependant, une algebre de Boole n’est pas stable par réunion dénombrable

contrairement & une tribu. Il faut ainsi s’assurer que tous les ensembles que ’on mesure soient bien dans
I’algebre de Boole considérée, en dehors la mesure p n’est a priori pas définie.

Théoréme 2.2.24 (de prolongement de Carathéodory). Soit C une algébre de Boole! et yu une mesure

1. L’hypothese selon laquelle C est une algebre de Boole est un peu forte. Le théoreme reste vrai si C est un anneau
d’ensemble que I’on définit ci-dessous. Une algebre de Boole est en particulier un anneau, la réciproque est fausse (considérer
R = {0} par exemple). Etant donné que la plupart des familles d’ensembles génératrices que nous considérerons seront des
algebres, il apparaissait naturel d’énoncer le théoréme sous cette forme.

Définition 2.2.25 (Anneaux). Une famille R de parties de X est anneau d’ensemble si
1. R n’est pas vide;
2. R est stable par différence ensembliste ;
3. R est stable par union finie.
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o-finie sur C. Alors, il existe une unique mesure i sur o(C) qui coincide avec p sur C.

L’unicité dans le théoreme de Carathéodory est une conséquence du théoréme de caractérisation des
mesures de 2.2.20. Il s’agit donc de montrer I'existence du prolongement. L’idée est d’étendre p a une
application, définie sur Pensemble des parties P(X) de X, appelée mesure extérieure et qui sera notée p*.
En général, u* n’est pas une mesure parce que ’ensemble des parties P(X) est trop riche. La solution
consiste a enlever les parties de X pathologiques en construisant une tribu convenable, contenant ’algebre
de Boole C, de sorte que, restreinte a cette tribu, la fonction d’ensembles p* soit une mesure.

Définition 2.2.26 (Mesure extérieure). Une mesure extérieure sur X est une application p* : P(X) —
X, vérifiant

L p*(0)=0;
2. p* est croissante : si A C B alors p*(A) < p*(B);

3. p* est o-sous-additive : si (A, )n>0 est une famille de parties de X alors

e[ UAan ) < 3w,

n>0 n>0

Nous aurons besoins des résultats suivants qui seront montrés en fin de section.

Lemme 2.2.27. Soit B € P(X) et posons

M*(B) = inf Z :U(Bn) : (Bn)nZO S CN;B - UnZOBn
n>0

Alors pi* est une mesure extérieure et pu* coincide avec p sur C.

Proposition 2.2.28. Soit
U={AecPX):VBePX), u(B)>p(BnA)+pu(BnAY}.

Alors,
U={AcPX):VBePX), u(B)=p"(BnA)+p(BnA"},

autrement dit, l'inégalité opposée est toujours vérifiée. De plus, U est une tribu et, restreint a cette tribu,
w* est une mesure sur U.

Remarque 30. La tribu U est en quelque sorte la plus grande tribu sur laquelle la mesure extérieure p*
est une mesure.

Proposition 2.2.29. La tribu U contient ’algébre de Boole C ainsi que o(C).

Preuve du théoréeme de Carathéodory 2.2.24. L’unicité dans le théoreme de Carathéodory est une consé-
quence directe du théoreme 2.2.20 caractérisant les mesures puisque une algebre de Boole est en particulier
un m-systeme.

Lorsque p est finie, I'existence est une conséquence du lemme 2.2.27 ainsi que des propositions 2.2.28
et 2.2.29 : [ est simplement la restriction de la mesure extérieure p* & o(C) C U.

Supposons désormais que p est o-finie. Dans ce cas, il existe (E),),>0 une suite croissante d’éléments
de C avec p(E,) < 0o, X = Uy,>0E, et pour tout A € C, p(A4) = lim, o u(E, N A). Pour tout n > 0,
on définit la mesure p,, pour tout A € C par pu,(A) = u(AN E,). Ainsi chaque mesure i, est finie sur
Palgebre de Boole C donc se prolonge en une unique mesure fi, sur o(C).

Comme [i,, et fin41(- N E,) coincident sur C, elles coincident sur o(C) par le théoreme 2.2.20 de
caractérisation des mesures finies. De plus, pour tout A € o(C) et tout n > 0,

[in(A) = fin41 (AN Ey) < fint1(A).
On pose alors pour tout A € o(C)

n—oQ n>0
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De fait, p restreinte & C coincide avec u. Montrons que [z est une mesure. Clairement zi(f)) = 0 puisque
0 € C, donc u(0) = u(P) = 0. Soit (A,,)n>0 une famille d’éléments de o(C) deux & deux disjoints. Alors,
puisque [i,, est une mesure

i | UJ Ak | =B (U Ak> = fn(Ar).
k=0 k=0

k>0

En faisant tendre n, puis p, vers 'infini, on obtient

il A =S i),

n>0 n>0

En outre,
i (U] = S < S,
p=0 p>0 p>0
En faisant tendre n vers 'infini, on obtient 'inégalité inverse ce qui acheéve la preuve du théoreme. [J
Preuve du lemme 2.2.27. On commence par montrer que, restreint a C, p* coincide avec p. Pour cela,
on se donne A € C que l'on peut écrire comme une réunion A = U, >oB,, avec By = A et B,, = () pour

tout n > 1. Donc pu*(A) < p(A) =", ~o #(By) en utilisant la o-additivité de la mesure p.
Soit € > 0, alors on peut trouver une suite (B, )n>0 d’éléments de C tel que A C U,,>0B,, et

D uBy) < p(A) +e

n>0

Aussi, on peut réécrire A comme suit

A= UBn NA= UBnﬁA.

n>0 n>0

Ainsi, la réunion a droite est un élément de C. De plus, pour chaque n > 0, B,, est dans C qui est stable
par intersection finie. En utilisant la o-sous-additivité de p ainsi que sa croissance (points (¢) et (ii) de
la proposition 2.2.23), on obtient

w(A) < S pu(Ba 1 A) < 3 j(By) < p7(A) + 2.

n>0 n>0

On a donc montré que si A € C, alors u(A4) = p*(A4).

Montrons désormais que p* est une mesure extérieure. Tout d’abord, puisque () € C, nous avons
w* (@) = p(0) = 0. La croissance de p* provient de la croissance de p. Il reste donc & montrer que p* est
o-sous-additive. Soit (A)r>0 un ensemble de parties de X et € > 0. Pour chaque k > 0, il existe une
suite (BF),>o d’éléments de C tels que

AgC | BE et > u(BE) <27Fe 4 pt(Ap).

n>0 n>0
I est clair que Up>0Ar C Ug>0 Un>o0 BF qui est une réunion dénombrable, donc par définition de j*
p{ U A ) DD uBE) <> 27 4>t (Ap) =26+ > i (A),
k>0 kE>0n>0 k>0 k>0 k>0

et ce pour tout € > 0, d’ou la o-sous-additivité de p*. Ceci acheve la preuve du lemme. O
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Preuve de la proposition 2.2.28. Soient A, B C X, alors B = (BN A) U (BN A%), par o-sous-additivité
de la mesure extérieure p*, p*(B) < p*(B N A) + p*(B N AL), o Pégalité d’ensembles annoncée.

Montrons que U est une tribu. Clairement, ) € U et si A € U alors AC € U. Reste & montrer la
stabilité par union dénombrable. On commence par la stabilité par réunion finie. Soient Ay, A; € U,
alors

' (B) = p* (BN Ag) + (BN A)
= (BNAgNA) +p* (BN AN AY) + 1 (BN AS N Ay) + (BN ABn AD).

On remarque que AS N A% = (4o U A1)8 et AgU Ay = (AgN A1) U (A4g N A%) U (A8 N Ay). En utilisant la
o-sous-additivité de p* appliqué & BN (AgU A1) = (BN Ap) U (BN A;), il vient que

1H(B) 2 i (BN (AgU A1) + " (BN (Ao U A)°).

Ainsi Ag U A; € U. Nous avons donc montré que U est stable par passage au complémentaire et unions
finies. Pour montrer la stabilité par union dénombrable, nous aurons besoin du lemme suivant.

Lemme 2.2.30. Si Cy,...,C,, sont des éléments de U deuz a deux disjoints alors pour tout B C X

B) > p*(BNCy).
k=0

Démonstration. Soient Cy, C; € U tels que Co N Cy = 0 si bien que BNCy C BN Cg et
1*(B) = (BN Co) + p*(BNCE) > pu* (BN Cy) + pw* (BN CY),
en utilisant la croissance de p*. Par récurrence, on obtient l'inégalité du lemme pour des familles finies. [J

Soit (A,)n>0 une famille d’éléments de U. On pose Al = Ay et, pour tout n > 1, A’ = A, \ UpZ) Ay
Comme U est stable par passage au complémentaire et par réunion finie, A/, € U pour tout n > 0. De
plus, les ensembles de la famille (A],),,>0 sont deux & deux disjoints et Up>0A4, = U,>0AL.

Considérons B C X, puisque pour tout n > 0, Up_, Al € U, il vient que

n n E
p(B) = p* (BHUA;>+M* Bm(UA@)
k=0

k=0
Pour le premier terme, on applique la sous-additivité finie de la mesure extérieure p* que 'on a montré
plus haut, alors que pour le second terme on utilise la propriété de croissance. D’out
C
n
/ * !/
>y wBnA)+p | B0 4,
k=0

p>0

En faisant tendre n vers l'infini, on obtient

p(B) =Y p(BnA)+p [ B[4,

p=0 p=0
C
>pr | B U4, || +u | B0 A4, ,
p=>0 p>0
en utilisant la o-sous-additivité de p*. Ainsi, Ug>0Ar = Uk>04), € U.
Il reste & montrer que p* est o-additive sur U. Sila suite (A, )n>0 considérée au-dessus est constituée

d’éléments deux & deux disjoints alors en fait A, = A}, pour tout n > 0. En posant B = U,>A;, dans
(2.4), on trouve

| AL =D erA).

n>0 n>0
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Comme 'inégalité inverse est toujours vérifiée (c’est la o-sous-additivité), on en déduit que p* est une
mesure sur Y. O

Preuve de la proposition 2.2.29. Soient A € C, B € P(X). Alors pour tout € > 0 il existe (B, )n>0 une
famille d’éléments de C telle que

Z p*(Bn) < p*(B) +e.
n>0

Puisque pour tout n >0, B, € Cet A€ C, B,NA €C, et que, de plus, u* coincident sur C avec u qui
est finiment additive, on a

W(B)+e> 3 1 (B) > S (By N A) + (B, N A®) > (B A) + (BN AD),

n>0 n>0

par o-sous-additivité. Lorsque € — 0, on obtient que A € U. Ceci montre que U contient C et o(C). O

Construction effective de la mesure de Lebesgue et mesures de Stieltjes

Afin de rendre I'exposé de la construction de la mesure de Lebesgue plus lisible, nous introduisons la
notion plus faible de semi-algebre.
Définition 2.2.31 (Semi-algebre). Une famille S de parties de X est une semi-algebre si

1. eS8,

2. pour tout A, B S, ANB €S,

3. pour tout A € S, il existe n > 1 et Ai,..., A, €S deux & deux disjoints tels que A® = Ui, A

Exemple 17. L’ensemble des intervalles de R constitue une semi-algebre.

Proposition 2.2.32. Soit S une semi-algébre.
1. L’ensemble {U?_l A;, A; € S, deux a deur disjoints, n > 1}, notée C(S), est la plus petite

algébre de Boole contenant S.

2. Soit i : S — Ry une application vérifiant u(0) = 0 et finiment additive au sens suivant
VA, BeS: AUBeS et ANB=0 = p(AUB)=u(A)+ uB).

Alors o admet un unique prolongement i o C(S) vérifiant la propriété d’additivité finie au sens
d’une mesure sur une algebre de Boole — c.f. le deuziéme point de la définition 2.2.21.

Démonstration. 1. Par stabilité par réunion finie, toute algebre de Boole contenant S contient C(S).
Reste & montrer que C(S) est une algebre de Boole.
— PeSccis);

— C(S8) est stable par intersection finie car, d’une part,

(OAZ)m OBj :UAmBj,
i=1 j=1

(]

et d’autre part, les A; N B; sont deux a deux disjoints des que les A;, 1 < 4 < n, respectivement
les Bj, 1 < j <'m, sont deux & deux disjoints; la stabilité par union finie de (S) se déduit par
passage au complémentaire que I’on montre ci-dessous;

— st A=J;_, A; avec A; € S alors par hypothese, pour chaque i € {1,...,n}, AL = ZL:(? B,(j)

ou les B,(;) sont des parties de S deux a deux disjointes. Quitte a ajouter des B,(;) =, on peut

remplacer les m(i) par m = max{m(i) : 1 <i <n}. D’ou

e-na-A(0m)- U ()
i=1 i=1
—_————

= k=1 1<k1,....,kn<m =

€S

Ainsi, AC € C(8) car les ensembles N, B,(ci), 1 <kq,...,k, <n, sont deux a deux disjoints.
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2. Pour tout A =J!",; A; € C(S) on pose

Rappelant que les A; € S sont deux a deux disjoints, cette définition est consistant : si A =
UT:l A; est une autre représentation de A alors les A; N A} étant deux a deux disjoints, on peut
rééerire A =J; ; Ai N A’ et donc par additivité de p sur S

m

> u(AY).

j=1

Z n(Ai) = Z n(A; N AY)

Finalement, [z étant complétement déterminée par les valeurs de p sur S, & est unique alors que
sa propriété d’additivité finie est évidente par définition.
O

Puisque & est finiment additive, on a facilement pour tout A, B € C(S) tels que A C B que u(B) =
(BN A)+ (BN ALY > 1u(A), i.e. w est croissante. De méme, 7 satisfait une formule du crible : pour
tout A, B € C(S), i(AUB) + (AN B) = fi(A) + (B). Enfin, 7 est finiment sous-additive :

VAL..., Ay €C(S), R(A1U - UA,) <Ti(Ar) + - +H(An).

Théoreme 2.2.33 (Stieltjes). Soit F: R — R une fonction croissante continue o droite. Il existe une
unique mesure pup sur (R, B(R)) appelée mesure de Stieltjes associée a F vérifiant

Va,b € R, pp((a,b)) =F(b)— F(a).

La mesure de Lebesgue n’est rien d’autre que la mesure de Stieltjes associée a la fonction continue
croissante x — x. C’est alors un exercice de montrer le théoreme 2.2.12.

Démonstration. Etape 1 :
On pose S = {(a,b], (a,0), —co0 < a < b < oo}. On vérifie facilement que S est une semi-algebre. On
définit sur S application ¢ = ¢g par

£((a,b]) = F(b) — F(a), et ¥{((a,00)) = F(+00) — F(a),

ou F(400) = limy_,o F(t) qui existe dans R U {+o00} par croissance de F. On vérifie facilement que ¢
est finiment additive sur S :

(@, 0] U (b, ¢]) = £((a,d]) = F(c) = F(a) = [F(c) = F(0)] + [F(b) — F(a)] = £((a,]) + £((b, ¢]),

et de méme pour (a,b] et (b,00) — notons que la contrainte selon laquelle la réunion doit étre dans la
semi-algebre réduit drastiquement les cas a vérifier. D’apres la proposition 2.2.32, ¢ admet un unique
prolongement £ sur ’algebre

CS)={hv---Ul,,IyeS,n>1}

qui soit finiment additive sur l'algebre de Boole. Autrement dit, afin d’appliquer le théoreme 2.2.24 d’ex-
tension de Carathéodory, il est nécessaire de montrer que £ satisfait le troisiéme axiome d’une mesure
sur une algebre de Boole — c.f. la définition 2.2.21 — et qu’elle est o-finie. Il suffira alors de remarquer
que B(R) = 0({(a,00),a € R}) si bien que B(R) C o(S) et donc que B(R) = o(C(S)) pour conclure la
preuve du théoreme.

Etape 2 : on suppose que F(£o0) = +00.

— Comme F(4o00) = Fo0, il vient que, pour tout A € S, A est borné dans R si et seulement si
L(A) < oo. Soit donc (Ap)n>0 une suite décroissante d’éléments de C(S) satisfaisant ¢(Ag) < oo
et (),,50 An = 0. Alors Ag est borné comme réunion finie d’intervalles bornés. Pour tout n > 0,

on écrit
Ap=1" U uL ou IV = (al, 5] (2.5)
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sont deux a deux disjoints. B
Si pour un certain n, A, = 0, le résultat est évident puisque £() = 0. Sinon, tous les p, sont
non nuls, ¢’est & dire les réunions dans (2.5) contiennent au moins un éléments. Soit € > 0, on

construit pour tout n et tout & un intervalle J,gn) = (d,(cn), B,(Cn)] de fagon que, d’un co6té Jlgn) C I}gn)
et de l'autre

€
F@EM™) - Fal™) < .
@) - Flaf™) < =
Ceci est toujours possible par continuité a droite de F. Chaque intervalle, éventuellement vide,
J]En) est compact. On pose alors pour tout n > 0, A/, = 210 J,i") et il vient immédiatement que
Al eC(S), A, C A, et
P
- , E €
U(A,\ A)) < ,;)pm = o

Par construction, les Z; =, J,in) sont compacts donc fermés dans le compact Ag et ﬂZ; C

(N A, = (. Par la proposition 1.2.62 du chapitre 1, on peut donc exhiber un entier n. > 0 tel que
[ el (1 Z; = (). Finalement,

a&g:%(ﬁAQ\<ﬁAQ

Ainsi, pour tout n > n., ¢(A,.) < e. Ceci termine la preuve de la convergence voulue.

— On montre maintenant que ¢ est o-finie. On pose pour cela E,, = (—n,n]. La suite (E,),>0 est
croissante et exhaustive. Soit A € C(S). De deux chose I'une, soit A est borné et pour tout n
assez grand A C E,, si bien que lim, o, /(AN E,) = £(A); ou bien A est non borné et donc I'un
des intervalles constituant A n’est pas borné, il suffit donc de vérifier la o-finitude de ¢ pour ces
intervalles non bornés. Or, pour tout n assez grand ¢((a,c0) N E,,) = {((a,n]) = F(n) — F(a) qui
tend vers F(o0), c’est a dire £((a,0)).

Etape 3:

Supposons que F'(00) € R et F(—o0) = —o0. Soit € > 0, alors il existe un réel L. tel F'(oco) — F(Le) < €.
Alors, A,,N(—00, L.] est suite décroissante (en n) d’éléments de C(S) bornés, d’intersection vide. D’autre
part,

Ne

<D AR\ A}) <e.

k=0

U(A,) = 0(A, N (=00, L)) + (A, N (L, 00)).
D’apres 1’étape précédente,

limsup £(A,,) < ((Le,0]) < e.

n— oo

Ceci acheve la preuve de la convergence voulue. La o-finitude se montre de fagon analogue. Les cas
F(—00) € R et F(c0) = 0o ainsi que F(£o00) € R se montrent également de maniére similaire O

2.2.4 Régularité des mesures, mesures de Borel et espaces polonais

Cette section fait une usage intensive de notions topologiques. On se reporte au chapitre 1 pour une
introduction a toutes ces notions.

Définition 2.2.34 (Régularité d’'une mesure). Soient (X,d) un espace métrique et p une mesure sur
B(X). Alors u est dite

1. extérieurement réguliere si
VA € B(X), p(A)=inf{u(0), O ouvert, A C O};
2. intérieurement réguliere si
VA € B(X), p(A)=sup{u(K), K compact, K C A};
3. réguliere si elle est a la fois extérieurement et intérieurement réguliere.
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La proposition suivante, si elle ne conclut pas exactement a la régularité des mesures finie, donne un
résultat proche.

Proposition 2.2.35. Soit u une mesure finie sur la tribu de Borel B(X) d’un espace métrique (X,d).
Alors, pour tout A € B(X) et tout € > 0, il existe un ouwvert O et un fermé F tels que

FCACO e up(O\F)<e.
Démonstration. On va montrer que
T={AeBX):Ve>0, 30 ouvert et F fermé t.q F C AC O et u(O\ F) < ¢}

est une tribu qui contient les ouverts et par conséquent la tribu borélienne.
Soit A un ouvert de X et ¢ > 0. On pose O = A et pour tout § > 0, F5 = {CE e X:d(x, AL > (5}.

Puisque la fonction =z — d(m,AG) est continue, ’ensemble Fj est fermé. On considére alors la réunion
croissante
U Fiyp = {x eX: d(m,AG) > O}.
p=1
Comme A est ouvert, la réunion contient A (c’est méme la définition), mais comme Fj est trivialement
contenu dans A, la réunion est exactement égale a A.
Par continuité des mesures positives,

wO) =n(A) =p | U Fuyp | = lim p(Fr).

p>1

Comme g est finie, limy_,o (O \ Fy/,) = 0 donc pour p assez grand, nous avons (O \ F /) < €. Et de
plus Fy/, C A C O. On a donc montré que 7 contient les ouverts de X.

Vérifions que T est une tribu. Il est évident que @, qui est & la fois ouvert et fermé, est un élément
de T. De plus, si A € T, alors pour tout € > 0, on peut trouver F' fermé, O ouvert tel que F C A C O
et 4(O\ F) < e. Mais alors O est fermé, FC est ouvert, O ¢ AL ¢ FC et, comme O\ F = FC\ OF, on
obtient (F€\ Of) < e.

11 reste donc & vérifier la stabilité par union dénombrable. Soient (A4,,),>1 € TN et & > 0. Alors pour
tout n > 1, on peut trouver un fermé F,, C A,, et un ouvert O,, D A, tels que u(O,, \ F,,) <271, Or,

UFnc UAnc UOm

n>1 n>1 n>1
et comme
C
Uo|\N[UF|=(Uou | UFa] =(U NOnEL] c |J(On\Fo),
n>1 n>1 n>1 m>1 n>1m>1 n>1

il vient par o-sous-additivité de u

(o) (Ur)) < Suonm -

n>1 n>1

D’autre part, comme Up>1 ), = Up>1 Up_; Fy, il existe n. tel que, par continuité de la mesure p,

1 U F, Su(@ Fk> +e/2.

n>1 k=1

Posons alors, O = J,,»; On et F = J;2, Fj. Alors, O C A est ouvert et F' C A est fermé. De plus,
comme /i est finie B

pONF) =p0) —p(F)=p | | JOu | =p U Fu| +u|JFn]| —nF)<e/2+e/2=¢.

n>1 n>1 n>1
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Théoréme 2.2.36. Soit u une mesure o-finie sur la tribu de Borel B(X) d’un espace métrique (X,d).
Alors,
VA € B(X), wp(A)=sup{u(F), F fermé, F C A}.

S, de plus, X = Un21 Int E,, pour une famille croissante de boréliens (Ey)n>1 telle que u(E,) < oo
pour tout n > 1, alors la mesure est extérieurement réguliere. Enfin, si l’on peut choisir les boréliens
(En)n>1 compacts, la mesure (1 est intérieurement réguliére.

Exemple 18. La mesure de Lebesgue est réguliere.

Démonstration. On montre les trois points dans 'ordre.

1. Supposons d’abord p(A) < oo. Soit € > 0. Nous pouvons réécrire sous la forme d’une réunion
croissante A = J,,~; A N E,. Par continuité de p, on peut trouver n. > 1 tel que p(A) =

w(ANE,) +¢/2 (Cest a dire u(ANEL) < ¢/2). On pose fi(-) = u(- N E,). On se retrouve dans le
cas d’'une mesure j finie, on peut appliquer la proposition précédente : il existe un fermé F' C A
tel que (A \ F) < /2. Ainsi,

WA\ F) = p((A\ F) N Ey,) + p((A\F)NE; ) < i(A\ F) + (AN By ) <

On considere le cas pu(A) = oo. Toujours par continuité & gauche de p, pu(A) = lim, 00 p(ANE,),
or d’apres le cas p(A) < oo, nous avons

w(ANE,) =sup{u(F), FC ANE,, F fermé} <sup{u(F), F C A, F fermé}.

Dot u(A) < sup{u(F), F C A, F fermé}. L’autre inégalité est immédiate.

2. On pose pour tout n > 1, p, = (- N Ey,). Soit A € B(X) et ¢ > 0. D’apres la proposition
précédente, il existe donc, pour tout n > 1, un ouvert O,, tel que A C O,, et u(0, \ A) < 27",
soit encore

ACO, e pwO,NE,) <u(ANE,)+e27".

On montre la propriété P, suivante par récurrence

(U OkmEk><uAmE

La propriété P; est immédiate avec ce qui a été fait un peu plus haut. On suppose P,, et on montre

€
7

M:

P,y1. Comme p ( (O;C N Ek)) est fini, on peut utiliser la formule de Poincaré (ou formule du

crible), on obtient

n+1 n
I (U(OkﬂEk)> =(Op1 NEp1)+p (U (O NE )

k=1
— U <(On+1 N En+1 U Ok N Ek >

Puis, par hypothese de récurrence,

n+1 n
] (U (O N Ek)> <uANE ) +e2 " P+ w(ANE,) + 2524@

k=1 k=1

— <(On+1 N Epq1) N U (Or N Ey, )
k=1

Or, on observe que

AﬂEnCU(AﬂEk CUOkﬂEk et AﬂEnCAﬂEn+1COn+1ﬁEn+1,
k=1 k=1
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d’ou
/,I,(A N En) S 12 ((On-i-l N En+1) n U (Ok; N Ek;)) < 00,
k=1
ce qui montre P, 4.

L’ouvert J,,~;(On NInt E,,) étant contenu dans |J,~,(On N E,), le passage & la limite dans
I'inégalité P, implique -

pl JOunint B | <p| (JOnnEy) | <p(A) +e

n>1 n>1

Il reste & montrer que (J,,~,(On N Int E,) contient A. Ceci découle du fait que X = J,,~, Int E;,
puisque
A=JAnnt E,) c [J(Onnint E,).
n>1 n>1
3. On remarque que les ensembles F' N F,, sont compacts comme fermés dans des compacts et que
u(F) = sup,, > p(F N Ey).
O]

Définition 2.2.37 (Mesure de Borel). Une mesure p sur la tribu borélienne d’un espace métrique est
appelée mesure de Borel si elle est finie sur les parties compacts.

Définition 2.2.38 (Espace localement compact). Un espace métrique (X, d) est dit localement compact
si tout point x € X admet un voisinage compact, i.e. il existe un compact K tel que z € Int K.

Théoréme 2.2.39. Sur un espace métrique localement compact et séparable, toute mesure de Borel p
est réguliere.

Remarque 31. Ce qu’on montre en substance c’est que dans un espace métrique séparable on peut trouver
une suite exhaustive croissante d’ouverts relativement compact.

Démonstration. Par le théoréme 2.2.36 précédant, il s’agit de construire une suite croissante (L, ),>1 de
compacts telle que X = Up,>1Int Ly,.

Etape 1 : Soit (X, d) un espace métrique localement compact et séparable, montrons I’existence d’une
suite croissante exhaustive de compacts.

Comme (X, d) est séparable, il existe une suite (z,,)n>0 dense dans X. Soit I = {(n,7) € N* x Q% :
B(w,,r) compact}. Comme I est au plus dénombrable, on peut trouver une suite croissante d’ensembles
finis I,, p > 1, telle que I =5, L.

Soit x € X, alors x admet un voisinage compact K,. Donc il existe n € N* et r € Q% tel que
x € B(zy,,7) C Int K. Par conséquent, X = Uenmer B(xp,r). On pose alors K, = Uanner, B(zy,7). 11
est immédiat que X = Up21 K, et que les compacts K, sont compacts comme réunion finie de compacts.
Ceci acheve I'étape 1.

Etape 2 : Construction des L,, par récurrence.

On pose L1 = K puis 'on suppose construits des compacts Lq,..., L, tels que K C Lg, 1 <k <n
et Lr—1 C Int Ly, 2 < k < n. L'ensemble K, .1 U L, est compact et, par locale compacité de X, tout
z € K,+1UL, aun voisinage compact V.. Or, z € Int V,, par hypotheése donc la famille (Int Vx)meKnHuLn
est un recouvrement ouvert du compact K,,+1 UL, dont on peut extraire un recouvrement fini Int V,, U
~-UlInt V. On pose alors Ly 11 =V, U--- UV, . L’ensemble L, ainsi construit est compact comme
réunion finie de compacts, Ky41 C Lpg1 et L, Clnt Vy, U---Ulnt V, Clnt Ly y1.

La suite de compacts ainsi construite vérifie finalement

X=|JKnc|JLnc It LyaC JInt L, cX

n>1 n>1 n>1 n>1
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Théoréme 2.2.40. Soit (X, d) un espace polonais. Toute mesure p finie sur (X, B(X)) vérifie
1. pour tout € > 0, il existe K. C X compact tel que u(KE) <e.
2. p est réguliere.

Démonstration. On montre d’abord le point (7). Soient (x,),>0 une suite dense et ¢ > 0. Pour tout
p > 1, il existe n, € N* tel que

np C
1 (U B(xn,l/p)> <e/2P car X:UB(xn,l/p) et p(X) < oo.

n=1 n>1

On pose alors

K. = ﬂ U B(l'na]-/p)
p=1n<n,

Aussi, K. C Up<pn, B(2n,1/p) pour tout p > 1, ainsi K. est pré-compacte Or, K. est fermé dans un
espace complet, il est lui-méme complet. Donc, K. est compact. D’autre part,

C

n(Ke) < p U U B(zy,,1/p) SZE/QPZ&

p>1 \n<n, p>1

Le deuxieme point de la proposition est une conséquence directe de la proposition 2.2.35 et du fait
que F'N K est compact des que F' est fermé et K compact. O
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Chapitre 3

Intégrale au sens de Lebesgue

Dans ce chapitre est définie l'intégrale de Lebesgue contre une mesure sur un espace mesurable
abstrait. Apres avoir donné les propriétés essentielles de I'intégrale de Lebesgue, on s’attachera & donner
des méthodes pratiques de calcul. On considérera notamment le cas des mesures discretes et des mesures
a densité. Il sera également évoqué le comportement de I'intégrale lorsque 1’on transporte une mesure.
Enfin, on étudiera le lien entre intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue.

3.1 Construction de l’intégrale de Lebesgue

La construction de I'intégrale de Lebesgue se fait en trois étapes. Tout d’abord nous la définissons pour
les fonctions étagées positives, puis pour les fonctions positives en utilisant I’approximation monotone des
fonctions positives par des fonctions étagées positives. Notons que la valeur de I'intégrale d’une fonction
positive peut valoir I'infini, on dit qu’elle est & valeurs dans R, . Toute les propriétés usuelles telles la
linéarité ou la croissance de l'intégrale restent vraies pour l'intégrale des fonctions positives qui peut
prendre des valeurs infinies! La derniere étape consiste & définir I'intégrale pour des fonctions réelles en
les écrivant comme la différence de leur partie négative et partie positive. Dans ce cas, il est nécessaire
de faire une hypothese d’intégrabilité car, contrairement au cas des fonctions positives, certaine forme
indéterminée de type +0o — oo peuvent apparaitre. Enfin, les fonctions & valeurs complexes ou plus
généralement a valeurs dans K" seront traitées.

3.1.1 Intégration des fonctions étagées positives

Définition 3.1.1. Soit f une fonction étagée positive prenant les valeurs distinctes o, . .., a,. On note
A; = ffl({ai})gour tout ¢ = 1,...,n. On appelle intégrale de f contre la mesure 4, et on note [ f du,

le nombre dans R, défini par
/f dp = Z aipi(A;),
i=1

avec la convention usuelle en théorie de la mesure 0 x oo = 0.

Proposition 3.1.2. L’intégrale de fonctions étagées positives vérifie les propriétés suivantes.
1. Si f et g sont deux fonctions étagées positives et A > 0, alors

Jos+oydu=x[1aus [

2. Si f et g sont deuz fonctions étagées positives telles que f < g, alors

[tans [gan

Démonstration. On montre le point (i) lorsque A = 1. Le cas général s’en déduit immédiatement. On

pose
n m

F="aila, et g=) Biip,
i=1 j=1
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ou ay,...,a, (resp. B1,...,Bm) sont distincts et les Ay, -+, A, (resp. By,..., Bpy) sont des ensembles
mesurables disjoints. On note 71, ..., les valeurs distinctes prises par f + g et

Cr=0+9 "' (w)= |J (AinBy),

(4,5) €1k

ou Iy, = {(i,),a; + B; = Y, }. Puisque les ensembles A, N B;j, ¢ =1,...,n, j = 1,...,m, sont deux &
deux disjoints,

p(Cr) = Y u(A;NB).

(4,5) €1k

On calcule l'intégrale de f + g

M~

L
k=1

k=1 (i,j)elr
=3 ) aip(AinB)+> > Biu(Ain By)
i=1 j=1 J=1i=1

3

=3 aip(4) + Y Biu(B))
i=1 j=1

:/fd,u—&-/gdu.

Pour le point (ii), on remarque que g — f est une fonction étagée positive, son intégrale est positive,
d’oti, en utilisant le point (7)

/fdué/fdu+/g—fdu=/f+g—fdu=/gdu-

Remarque 32. Soit f = ZZ ;1 4, ou les a; ne sont pas nécessairement distincts — mais les A; tout de
méme deux a deux disjoints. On a encore [ f du =Y, a;u(A;).

O

3.1.2 Intégration des fonctions mesurables positives

Définition 3.1.3. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans R, . On appelle intégrale de f contre
. et on note [ f du 'élément de R défini par

/fd,usup{/udu, ugm5+:u§f},

ol m&, désigne l'ensemble des fonctions étagées positives.

Remarque 33. Cette définition est consistante avec celle de I'intégrale d’une fonction étagées positives.
Dans ce cas, le supremum est un maximum et on choisit u = f.

Proposition 3.1.4 (Croissance de U'intégrale). Soient f,g des fonctions mesurables positives telles que

f <y, alors
/fdué/gdu-

Démonstration. C’est une conséquence immédiate de 'inclusion
{ueméyu< ftc{uemés u<g}
et de la définition de I'intégrale. O
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Théoréme 3.1.5 (Théoréme de convergence monotone de Beppo-Lévy). Soit (fn)n>0 une suite mo-
notone croissante de fonctions mesurables positives, i.e. 0 < f,, < fpy1 pour tout n > 0. Alors f =
limy, 00 fn = SUDP,,>( fn €st mesurable positive et

lim [ f, du= /f du.
n—oo

Démonstration. D’apres la proposition 2.1.25, on sait que la fonction supremum est mesurable. Comme
fo < f,ona [ f,du < [ fdup. Lacroissance de l'intégrale assure que la suite (f In du)n>0 est elle-méme

croissante et donc convergente dans R . On obtient donc
lim [ fodp < / f dp.
n—oo
Démontrons I'inégalité opposée. Soit u une fonction étagée positive inférieure a f et A € (0, 1). Posons,

E,={zeX: fo(z) > Au(x)}.

La suite (Ey),>0 est une suite croissante d’ensembles mesurables. Soit = € X. Si u(z) = 0 alors x € E,,
pour tout n > 0. Si u(x) > 0 alors

Jim f(z) = f(2) 2 u(z) > Au(z),

et ainsi x € E,, pour n > 0 assez grand de sorte que U,>oFE, = X. D’autre part, par définition de E,,
fn > Aulg, et donc pour tout n > 0, par croissance de 'intégrale

/ fu dp > / Nulp, dp.

La fonction Aulpg, est étagée positive, on sait calculer sont intégrale. Si u = Zle a;14, alors

k k
/u dp = Zam(Ai) et /ulEn dp = Z%‘M(Az‘ NE,).
i=1

i=1

Or pour tout i = 1,...,k, u(A; N E,) converge en croissant vers p(4;) donc [ulg, du converge vers
Jw dp. On a donc établi que, pour tout u € m&y telle que u < f et tout A € (0,1),

lim [ f, dp > lim )\/ulEn d,Lz:/\/udu.
n—oo n—oo

En prenant le supremum sur A € (0,1), on obtient que 'intégrale de toute fonction étagée positive u
majorée par f est inférieure a la limite des intégrales des fonctions f,. Il en va de méme pour 'intégrale
de f:

/fdu:sup{/udu,uem&r:ugf}glim fn du.

n—oo

ce qui est 'inégalité recherchée. O

Corollaire 3.1.6. Si f,g € mXy, alors [(f+g) du= [ f du+ [g dpu.

Démonstration. D’apres le théoreme 2.1.27, il existe des suites (f,)n>0 €t (gn)n>0 croissantes de fonctions
étagées positives qui converge simplement vers f et g respectivement. Alors (f, + gn)n>0 st une suite
croissante de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f + g. La linéarité de l'intégrale
pour les fonctions étagées assure alors pour tout n > 0

[ tatondn= [ fudus [ o dn.

Le théoreme de convergence monotone permet de conclure. O

Corollaire 3.1.7. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions mesurables positives. Alors, 1’égalité suivante a

liew dans R
/ (Zn) du=" [ b dn
n=0 n=0

Démonstration. Immédiat. O
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3.1.3 Intégration des fonctions mesurables

Définition 3.1.8. Une application f de (X, X, ) & valeurs dans K est dite intégrable contre pu si elle
est mesurable et [ |f] du < oo.

On notera L (X, X, i), ou plus simplement £ (1) si il 'y a pas d’ambiguités, I'ensemble des fonctions
intégrables a valeurs dans K.

Proposition 3.1.9. Soit f une fonction mesurable a valeurs réelles. Alors f est intégrable si et seulement
si ft et f~ le sont.

Démonstration. 11 suffit de remarquer que |f| = f* + f~ > 0 et donc par linéarité de I'intégrale pour

des fonctions mesurables positives
[istan= [ 1+ aus [ 5 an

Définition 3.1.10. Soit f € Li(p). On appelle intégrale de f contre y et on note [ f du le nombre réel

[rau= [ au- [ 5 an

Remarque 34. Remarquons que la définition a toujours un sens dans R lorsque f+ ou f~ est intégrable.
Dans ce cas, il faut toutefois étre attentif lorsque I'on calcule 'intégrale de la somme de deux fonctions,
certaines indéterminations peuvent apparaitre.

O

On note parfois lorsque I'on veut spécifier la variable muette

[ an= [ 1) utas).

On rencontre parfois [ f(x) du(z) que nous éviterons d’employer du fait de la confusion possible avec
les mesures de Stieltjes qui sont introduites par le Théoreme 2.2.33.

Proposition 3.1.11. L’ensemble L} (1) est un espace vectoriel sur R et Uapplication qui a f associe
f f du est une forme linéaire sur cet espace. De plus, on a

1. sifeLi(p) et f>0alors [fdu>0;
2. si f,g€ Lk(n) et f<galors [ fdu< [gdu;
3. si f € Li(p), alors | [ f du| < [|f] dp.

Démonstration. On sait déja que I'ensemble des fonctions réelles mesurables est un espace vectoriel sur
R. De plus, si f,g € LL(u) et A € R, alors |Af + g| < [A|f| + |g]- On en déduit, par la croissance des
intégrales pour les fonctions positives

J s aldn <N [ 11 dut [ lg)du<oc,

La fonction mesurable identiquement nulle est évidemment intégrable, ainsi I'ensemble £} (p) est un
espace vectoriel sur R.
Soient f,g € L(p). On a

fr9=(+9T—(f+9)
f+g=ft—f"+gt -9

d’on Iégalité (f+g)T+f~+9~ =(f+9)~ +fT+gT. On integre cette égalité en remarquant que tous
les termes sont des fonctions mesurables positives. Il vient donc

/(f+g)Jr du+/f* d;Hr/g* du:/(erg)* d,u+/fJr d,u+/g* dp.
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Toutes ces quantités sont finies, donc on obtient

/(f+g)+ du—/(f+g)’ du=/f+ du—/f* dqu/g+ du—/g* du.

=[fdu =[gdu

/)\fd,u:)\/fd,u.
Ceci montre la linéarité de 'intégrale.

Pour le point (1), il suffit de remarquer que si f € L}(u) est positive alors [ f dp = [ fT dp on
fT est évidemment positive. Ainsi, la définition de I'intégrale de f coincide avec celle d’une fonction
mesurable positive et f fdu>0.

Le point (2) est une conséquence immédiate du point (1) appliqué a la fonction intégrable positive

g—f

Enfin, pour le point (3), on écrit simplement
Jrad=|[sran- [l < [raws [ 5 a= [ina

Proposition 3.1.12. Soit f une fonction mesurable a valeurs dans C. Alors f est intégrable si et
seulement si les parties réelle et imaginaire de f sont intégrables.

Démonstration. 11 suffit d’intégrer les inégalités |f| < |Re f| + |[Im f| < 2|f]. O

On montre de la méme maniere que

O

Définition 3.1.13. Soit f € LL(u). On appelle intégrale de f contre u, et on note [ f du, le nombre

complexe
/fd,u:/Refdqui/lmfdu.

Proposition 3.1.14. L’ensemble L est un C-espace vectoriel et application qui a f associe Jfdu
est une forme linéaire sur cet espace. De plus,

/fdu‘S/fl .

Démonstration. Le fait que 'intégrale d’'une fonction intégrable a valeurs complexes définisse une forme
linéaire se montre de la méme maniere que dans le cas réel.

Montrons la deuxiéme partie de la proposition. Soit a € C tel que |[ f du| = a [ f du. On peut
toujours choisir @ de module 1 et, en utilisant le fait qu’un nombre réel est plus petit que sa valeur

absolue,
‘/fdu‘ :/afdp:/Re (af) du+i/|m (af) du

=0
< \/R (af) du‘ < [Re@nldu< [lasldu= [ 17l du

Définition 3.1.15. Une application mesurable f a valeurs dans un K-espace vectoriel normé (E, || - ||)
de dimension finie est dite intégrable si || f|| € L& (i), on note f € LL(u1). De plus, si {e1, ..., eq} est une

base de E, alors
d
/fdu:Z(/fi du) e
i=1

ol (fi)i=1,..,4 sont les coordonnées de f dans la base (€;)i=1,....a-

O

En général, cette notion d’intégrale vectorielle est utilisée dans le contexte £ = R? muni de n’importe
qu’elle norme et on choisit la base canonique. Notons que si la valeur de l'intégrale ou, plus précisément,
sa représentation vectorielle dépend effectivement de la base choisie, le morphisme linéaire exhibé dans
la proposition précédente n’en dépend pas, de méme que l'intégrabilité de f.
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3.2 L’intégrale de Lebesgue en pratique
Au dela de I’aspect théorique de 'intégrale de Lebesgue, cette section s’intéresse a son aspect pratique.

Les idées des quatre sous-sections suivantes sont tres utiles en pratique dans le calcul des probabilités.

3.2.1 L’intégrale de Lebesgue contre des mesures discretes

On considére un espace mesurable (X, X'), une suite (a)r>0 de points de X telle que {ar} € X et
(o) k>0 des réels positifs. On peut définir une mesure p sur (X, X') par

0= Zakdak.

k>0
On souhaite comprendre ce que signifie [ f du pour f € Li ().

Proposition 3.2.1. Soit p définie comme ci-dessus.

1. Soit f une fonction mesurable de (X, X) dans R,.. Alors, dans R,

/f dp = Zakf(ak).
k=0

2. Une fonction f mesurable de (X, X) dans K est intégrable si et seulement siy_p- o ou| f(ak)| < oo.

Dans ce cas,
/f dp =" agf(ar).
k=0

De ce point de vue, une série numérique ou complexe n’est rien d’autre qu’une intégrale contre une
mesure discréte. Aussi, tous les résultats s’appliquent en particulier aux séries numériques ou complexes.
Notons cependant que la notion d’intégrabilité correspond a l’absolue convergence.

Démonstration. On commence par le point (1). On procede en trois étapes. Supposons d’abord que
f=14 avec A € X. Alors

[ # du= ) = 3 crta(an) = 3 anf(an)

k>0 k>0
Si f est & présent étagée positive, alors f = >""" | 3;14,. Par linéarité de l'intégrale
n n n
/f dp =" Bip(Ai) =D B Y onla(ar) = ar Y Bila(ar) =Y anf(ar).
i=1 i=1 k>0 k>0 i=1 k>0

Enfin, si f est mesurable positive, il existe une suite croissante (f,)n>0 de fonctions étagées positives qui
converge simplement vers f. Par le théoreme de convergence monotone et le lemme 2.2.11 il vient que

/f dp = /nlgrolofn(x) du:nlgrr;o/fn du= lim Y apfalar) =) anf(ar).

k>0 k>0

Pour le point (2), soit f mesurable & valeur dans C. Appliquons le point () & la fonction |f| : f est
intégrable si et seulement si [ |f| dp est finie si et seulement si Y, ax|f(ax)| est finie. Si tel est le cas,
on écrit

f=Re )" —(Re /)~ +i(lm f)F —i(lm ).

Les quatre fonctions sont mesurables positives et intégrables (puisque majorées par |f|). D’apres le point
(i), on obtient la relation annoncée. O

Ezercice 19. Exprimer f f dp lorsque p est 'une des mesures discretes des exemples 16 du chapitre 2.
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3.2.2 Mesures a densité

Etant donné un espace mesuré (X, X, ), on peut construire de nombreuses mesures & partir de
comme le montre la proposition suivante.

Proposition 3.2.2. Soit (X, X, ) un espace mesuré et g une application mesurable positive sur (X, X).
Soit v Uapplication de X dans Ry définie par

V(A):/lAgdu:/Agdu-

Alors v est une mesure sur (X, X).

Démonstration. On va utiliser la définition alternative d’'une mesure donnée par la proposition 2.2.4. On
a bien évidemment v(f)) = 0 puisque 1pg = 0. Soient A, B € X disjoints, alors par linéarité de I'intégrale,
v(AU B) = v(A) + v(B). Soit (By)n>0 une suite croissante d’ensembles mesurables, alors, pour tout
n>0,1p, < 1p,,, etlp g<1p,  ,get

nhlr;o 1,9 = ]-Unzang'

Ainsi, par le théoréme de convergence monotone

n— oo

V(Up>0Bp) = /1un203n9 dp = /nlingo 1p.9 du:nliﬁn;o/lgng dp = lim v(By).
O

Remarque 35. Si on considére la définition initiale d’une mesure, alors il faut utiliser le corollaire du
théoreme de Beppo-Lévy permettant d’intervertir somme et intégrale.

Définition 3.2.3. La mesure v est dite a densité g par rapport a p. On note v = g - u. On dit que g est
la densité de v par rapport pu.

Ezxemple 19. Typiquement, les lois de probabilités a densité sont des mesures de probabilités v qui sont
a densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Par exemple, la fonction g pour la loi normale
centrée et réduite est définie pour tout « € R par

Si A € B(R) alors la mesure gaussienne de A est
—x2/2
s

En anticipant 1égérement les résultats du paragraphe 3.2.4, si A est un intervalle (a,b) par exemple :

e

v(A)= [ 14 A(dx).

e—m2/2 b e—a:2/2
(0.8 = [ Lan Al = [ e

Ce n’est rien d’autre que la probabilité qu'une variable aléatoire de loi normale centrée réduite prenne
une valeur dans (a,b).

Proposition 3.2.4 (Intégration par rapport & une mesure a densité). En utilisant les notations de la
proposition précédente

1. Soit f une fonction mesurable positive sur (X, X). Alors, dans R,

[#dv= [ an
5
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2. Soit f une fonction mesurable a valeurs complezes sur (X, X). Alors f est intégrable pour v si et
seulement si fg est intégrable pour p et on a alors

[av= [0

Démonstration. Pour montrer le point (i), on procede en trois étapes. Si f = 14 avec A € X, alors
I’égalité est une conséquence immédiate de la définition de v. Si f est étagée positive, elle se déduit de la
linéarité de l'intégrale. Soient f mesurable positive et (f,)n>0 une suite croissante de fonctions étagées
positives qui converge simplement vers f. Le théoréme de convergence monotone donne

/fdu: lim /fnduz lim /fngdu:/fgdu.
n—oo n—00

Pour le point (ii), on applique le point (i) & la fonction |f| : f est v-intégrable si et seulement si et
seulement si [ |f|g du est finie si et seulement si fg est p-intégrable. Si tel est le cas, on écrit

f=Re )" —(Re f)~ +i(lm )" —i(lm f)~

Les quatre fonctions sont mesurables positives et intégrables (puisque majorées par |f|). D’apres le point
(i), on obtient la relation annoncée. O

3.2.3 Mesure image et théoréme de transfert

Proposition 3.2.5 (Mesure image). Soient (X, X) et (Y,)) deux espaces mesurables et ¢ une application
mesurable de X dans Y. Soit p une mesure sur (X, X). L’application v qui ¢ B € Y associe v(B) =
w(¢p~1(B)) définit une mesure sur (Y,)) appelée mesure image de p par ¢ que l’on notera .

Démonstration. Nous avons v(()) = 0 puisque ¢~1(0) = 0. Soit (A,)n>0 une famille d’ensembles Y-
mesurables deux & deux disjoints, alors ¢~ 1(4;) N ¢~ (A4;) = ¢~ 1(A; N A4;) = 0 dés que i # j. Ainsi,
(¢~ (A,))n>0 est une collection d’ensembles deux & deux disjoints qui sont X-mesurables puisque ¢ est
mesurable et

Udn]=nlo ' U] |=n{ U A) | =D e (An) =D v(4n).

n>0 n>0 n>0 n>0 n>0

Théoréme 3.2.6 (Théoreme de transfert). A l'aide des mémes notations,

1. soit f une fonction mesurable positive définie sur (Y,)). Alors dans R,

[ # o= [ foodn (3.1)

2. Soit f une fonction d valeurs complexes définies sur (X, X). Alors f est intégrable par rapport a
O« st et seulement si f o ¢ est intégrable par rapport a . Dans ce cas,

[# o= [ o0 dn

Démonstration. Si f est mesurable positive, alors f est limite monotone de fonctions étagées positives.
Par convergence monotone, il suffit donc de vérifier I’égalité (3.1) pour les fonctions étagées positives. Si
g est une telle fonction, alors elle s’écrit pour Aq,..., A, € &

n
g:ZailAi7 O[l,...,OénZO.
Par définition, I'intégrale de g se calcule comme suit

-1 (@]
/Eg A, p = Zazqﬁ*u Zam A) /Qg ¢ dv,

58



en remarquant que 1g-14, = 14, 0 @.

Pour des fonctions f mesurables a valeurs réelles, au vu de 1’égalité précédente, il est clair que
f o ¢ est p-intégrable si et seulement si f est ¢,u-intégrable. De plus, en écrivant f = fT — f~, on a
foop=(fogd)T —(fo¢p) etlerésultat suit immédiatement. Le cas des fonctions & valeurs complexes
se montrent comme d’habitude en décomposant en partie réelle et imaginaire. O

3.2.4 Intégrale de Riemann et intégrale de Lebesgue

En substance, cette sous section permet de montrer que les fonctions intégrables au sens de Riemann
sont intégrables au sens de Lebesgue et que les intégrales coincident dans ce cas la. Dans cette partie,
on va également généraliser le théoreme fondamental du calcul intégral.

Intégration sur un intervalle compact

Soient f une fonction réelle bornée sur [a,b] et 0 :a =x9 < 1 < --+ < Tp41 = b une subdivision de
[a,b]. Le nombre §(0) = max{xy — zrr—1,1 < k <n+ 1} est appelé pas de la subdivision o. On pose

mi = inf{f(t),t € [zr, vp41]} et Mi =sup{f(t),t € [z, Trs1]}.

Les sommes de Darboux associées a la subdivision o sont

s(o) = ka(xkﬂ —ax) et S(o)= ZMk(ka — Tk).
k=1 k=1

Définition 3.2.7. On dit qu'une fonction réelle f sur un intervalle [a,b] est intégrable au sens de
Riemann s’il existe un nombre réel I tel que les sommes s(o) et S(o) tendent vers I quand §(o) tend
vers 0 :

Ve > 0,3 >0, Vo:d(0)<n=|s(o)—I|+]|S(c)—1I|<e.
Le nombre I est alors appelé 'intégrale de Riemann de f sur [a,b] et on le note fab (@) dt.

Considérons & nouveau la subdivision o et, pour chaque k = 1,...,n+ 1, choisissons & € [zr_1, zk].
La somme de Riemann définie par o et £ = (&1,...,&,) est par définition

S(0,€) =Y f(&)(xr — z11).

k=1
11 est alors facile de voir que si f est intégrable au sens de Riemann, les sommes de Riemann converge
vers f; f(¢t) dt lorsque §(o) tend vers 0, uniformément par rapport au choix de £. Plus précisément,
Ve>0, In>0, Vo:di(c)<n, VEassociéa o, < e.

b
S(0,6) - / £(t) dt

Théoréme 3.2.8 (Théoreme fondamental du calcul intégrale). Tout fonction continue par morceaux sur
[a,b] est intégrable au sens de Riemann. De plus, si f est continue, la fonction x — F(z) = f; ft) dt
est dérivable sur [a,b] de dérivée F' = f.

Démonstration. Exercice. O

Intégrale généralisée

Soit f : [a,b) — R, ol b peut valoir +00, localement intégrable au sens de Riemann : c’est & dire
f1[a,q est Riemann intégrable pour intervalle compacte [a, c] C [a,b).

On dit que f admet une intégrale généralisée sur [a, b) si la fonction  — [ f(t) dt admet une limite
lorsque x tends vers b, x < b. On pose alors

b x
[ o= g, [0

Dans ce cas, on dit aussi que I'intégrale est convergente. On dira que I'intégrale généralisée est absolument
convergente si fab | f(t)] dt est convergente. On rappelle que ’absolue convergence implique la convergence

mais que la réciproque est fausse (penser a I'exemple classique fooo % dt).
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Comparaison de l’intégrale de Riemann et de l’intégrale de Lebesgue pour une fonction
bornée sur un intervalle compact

Proposition 3.2.9. Soit f une fonction continue sur [a,b]. Alors si X\ désigne la mesure de Lebesgue

sur R, fligp € LE(N) et
b
/fl[a,b] d)\Z/ f(t) dt.
R a

Démonstration. Il est immédiat que f1(,y est borélienne. De plus, comme f est continue sur le compact
[a, b, elle est bornée sur [a, b]. Nous obtenons, en posant M = sup,¢(, 4 [f (), que [f1[a ] < M1y qui
est manifestement Lebesgue intégrable. De méme, pour tout € [a,b], f1{, ) est Lebesgue intégrable.
Posons donc F(z) = [ f1}44] dX et montrons que F' est dérivable sur [a,b] de dérivée f. Soit zq € [a, b]
et h > 0. On calcule

F(zo+h)— F(zxg) 1

l[a,xo-i-h]f = 1[a,w0]f+ 1(w07w0+h]f = h = E/l(w07wo+h]f dAv

d’ou l
F(a h -
( o+ f)L (.130) f(xO) ;L/l(IU,xO h](’ — )(360)) dX

Soit € > 0. Puisque f est continue en z, il existe n > 0 tel que pour tout z satisfaisant |2 — z¢| < 7
implique | f(z) — f(xo)| < e. Ainsi si h € (0,7n) alors

F(Z‘O —|—h})l— F(l‘o) _ f(xo)

1
= E /51(10’x0+h] d\=¢.

Le cas h < 0 se traite de fagon analogue. Donc F' est dérivable sur [a,b] de dérivée f. Or F(a) = 0 car
M{a}) =0, dott F(z) = [ f(t) dt pour tout x € [a,b] et notamment

b
F(b) = / () dt = /R i dA (3.2)

O

Remarque 36. 11 faut bien noter qu’a priori I'intégrale de Lebesgue de f1(, 3], notée [ f dX, et lintégrale

de Riemann de f sur [a, b], notée f; f(t) dt, sont deux objets différents, elles sont construites de fagon radi-
calement différentes. La proposition 3.2.9 ci-dessus, ainsi que le raffinement donné par le théoreme 3.2.10
ci-dessous, permet de conclure que pour une grande classe de fonction les deux intégrales coincident. I1 est
trés commode de faire la confusion entre les notations [ f1iq4 dX, [ f(2)1j4(z) A(dz) et f: f(z) d :
sauf mention contraire, ces notations désigneront toujours l'intégrale au sens de Lebesgue. Cet abus
n’apporte pas de probleme particulier en pratique.

Théoréme 3.2.10 (Critére de Lebesgue). Une fonction f : [a,b] — R bornée est intégrable au sens de
Riemann si et seulement si il existe N C [a,b] de mesure de Lebesgue nulle tel que f est continue en tout
x € [a,b] \ N. Dans ce cas, il y a coincidence entre les deux intégrables

/abf(t) dt — /fl[a,b] dx.

Intégrale de Riemann généralisée et intégrale de Lebesgue

La proposition suivante est tres utile pour alléger le traitement des intégrales généralisées sous la
condition d’absolue convergence. Les intégrales généralisées simplement convergentes devront toutefois
étre traitée de fagon plus classique.

Proposition 3.2.11. Soit f : [a,b) — R une fonction continue. Alors fli,p) € Li(N) si et seulement

st f: f(t) dt est absolument convergente et, dans ce cas, on a

/f]-[a,b) dX = /abf(t) dt.
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Remarque 37. En pratique cela autorise a écrire des choses comme ceci :

/Ooe_xd 2/00 v
w = eV dy,
0o VT 0

l1a ou, dans le contexte de l'intégrale de Riemann, nous devrions écrire pour étre tout a fait rigoureux

e B VB 2
/ der = lim / e "x dr= lim / 2e” Y dy,
0

\/5 A—0,B—00 | 4 A—0,B—oo [ /Z

en justifiant tous les passages a la limite.
De méme pour une intégration par parties, on peut écrire les bornes infinies directement, sous la
condition bien entendu que l'intégrale généralisée est absolument convergente.

Démonstration. Supposons d’abord f positive. Soit (b,)n>0 une suite croissante de points de [a,b) qui
converge vers b. Pour tout n > 0,

b
/fl[%bn] d\ = f(t) dt.

Le théoréme de convergence monotone (pour 'intégrale de Lebesgue), on obtient

bn
/f]-[a,b) dA = lim /f]-[a,bn] d\ = lim f(t) dt € E_;,_.
n— oo n—oo a

Or, par définition, f1,;) est Lebesgue intégrable si et seulement si cette limite est finie donc si et
seulement si f est Riemann intégrable. De plus, ces deux intégrables coincident.
Dans le cas général, on sait que f est Lebesgue intégrable si et seulement si |f| Pest, donc si et

seulement si f; f(t) dt est absolument convergente. Si tel est le cas, nous écrivons f = fT — f~. On a
FT <|flet f= <|f| si bien que f*, f~ sont positives et intégrables aussi bien dans le ses de Lebesgue
que dans le sens de Riemann. Or,

/f*l[ayb) d\ = /ab frH@) dt et /f_l[avb) d\ = /ab () dt,

et la linéarité de I'intégrale permet de conclure. O
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Chapitre 4

Théoremes limites

4.1 Lemme de Fatou

Lors de la construction de I'intégrale, nous avons établi un théoreme limite fondamental : le théoreme
de Beppo-Lévy également appelé le théoreme de convergence monotone.

Théoréme 4.1.1 (Théoreme de Beppo-Lévy). Soit (f)n>0 une suite monotone croissante de fonctions
mesurables positives, i.e. 0 < f, < fni1 pour toutn > 0. Alors f = limy, o frn = sup,>q fn est mesurable
positive et

tim [ fu dp = / f du.
n—oo

Théoréme 4.1.2 (Lemme de Fatou). Si (fn)n>0 est une suite de fonctions mesurables positives, alors

/lim inf f,, dp <lim inf/fn du.
n— oo n— 00

Démonstration. Posons g = liminf, .., f,, cette fonction est mesurable et prend ses valeurs dans @Jr.
On pose également g,, = infy>, fi pour tout n > 0. Par définition, g = lim,_,« ¢5- De plus, (g, )n>0 st
croissante. Le théoréme de croissance monotone assure donc

lim [ g, dp :/ lim g, du = /lim inf f,, du.
n—oo n—oo

n— oo

D’autre part, pour tout n > 0, g, < f, et par suite f gn dp < ffn dp. En particulier, pour tout n > 0,

il vient que
/gn dp < liminf/fn dp.
n—oo

Le second membre de 'inégalité ne dépend plus de n, d’o1 en passant a la limite dans le premier membre
(cette limite existe par le théoreme de Beppo-Lévy), on obtient

/liminf fn dp = lim /gn dp < liminf/fn dp.
n—00 n—00 n—r00

4.2 Ensembles et fonctions mesurables négligeables

Définition 4.2.1. Soit (X, X, 1) un espace mesuré.
1. On dit qu’une partie N de X est négligeable pour u s'il existe A € X tel que N C A et u(A4) =0.
2. On dit que la g-algebre X' est compléte pour u si tout partie négligeable pour p appartient a X.

Il est toujours possible d’ajouter les ensembles négligeables & une tribu non compléete pour la rendre
complete. Nous supposerons désormais que les tribus considérées sont compléetes.
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Définition 4.2.2. Soit (X, X, u) un espace mesuré. On dit qu’une propriété P sur X est vraie presque
partout (en abrégé p.p. ou p-p.p.) si I'ensemble des points de X ol elle est fausse est négligeable.

Une fonction définie sur X & valeurs réelles ou complexes est dite u-négligeable si {f # 0} est
négligeable.

Deux fonctions f et g définies sur X et & valeurs dans un méme espace mesurable Y sont dites égales
presque partout si {f # g} est négligeable.

On dit qu’une suite (f,,)n>0 de fonctions définies sur X a valeurs dans un espace topologique (séparé)
converge vers f presque partout si il existe un ensemble négligeable N tel que pour tout = ¢ N,

limy, fr(2) = f(2).

Lemme 4.2.3 (Inégalité de Markov). Soit f une fonction mesurable positive sur (X, X). Alors pour tout
A>0, ona

1
p{f=A}) < X/f dp.

Démonstration. Par positivité de f, pour tout A > 0, A17>, < f. Par croissance de 'intégrale, on obtient
le résultat. O

Proposition 4.2.4. Si f € LL(u), alors f est finie p-p.p..

Démonstration. Par 'inégalité de Markov, u({|f| > n}) < 2 [|f| du. La suite A,, = {|f| > n} est
décroissante et (A1) < [ |f| dp < oo. Par la continuité & droite de la mesure y :

p{|fl=o0}) =p| () An | = lim p(A,) =0.

n—o00
n>1

O

Ezercice 20. Montrer que la réciproque est fausse. Donner au moins un exemple dans le cas d’une mesure
w finie.

Proposition 4.2.5. Soit f une fonction mesurable sur (X, X) a valeurs complexes. Alors f est négligeable
si et seulement si [ |f] dp = 0.

Démonstration. L’inégalité de Markov encore implique que u({|f| > +}) < n [|f| du = 0 pour tout
n > 1. Or, la suite A, = {|f| > } est croissante, par la continuité¢ & gauche de y on obtient

p{lf1>0) =p| |JAn] = lim p(4,) =0.

n—00
n>1

Réciproquement, soit n > 1 alors |f| est limite monotone de |f| A n, le théoréme de convergence
monotone implique

Jistau= i [15inndn= tim [ 17 anty duct [ 17 7nLe dn < ouvE) =0,

ol N = {|] = 0}. -

Proposition 4.2.6. Soit (X, X, u) un espace mesuré.
1. Soient f et g deux fonctions mesurables positives telles f < g presque partout. Alors [ f du <
[ 9 dp.
2. Soient f et g deuz fonctions mesurables positives telles que f = g presque partout. Alors [ f dp =
[ g du.
3. Soient f et g deux fonctions mesurables complexes telles que f = g presque partout. Alors f est
intégrable si et seulement si g est intégrable et, dans ce cas, [ f dp= [ g dp.

Démonstration. 1. 11 suffit d’appliquer la proposition 4.2.5 & la fonction (f — g)*. Celle-ci est nulle
presque-partout, |(f — g)T| = (f —g)* et donc

():/(faq)+ du:/(ffg) du+/(ffg)’ duZ/(ffg) dp.

64



2. C’est une conséquence d’une double application du point précédant car f = g presque-partout si
et seulement si f < g presque partout et g < f presque partout.

3. 1l suffit de poser h = f — g alors h = 0 presque partout et donc

0=/|h|d,u>’/hd,u‘.

4.3 Théoreme de convergence dominée

Théoréme 4.3.1 (Théoreme de convergence dominée). Soif (frn)n>0 une suite de fonctions mesurables
sur (X, X) a valeurs dans R ou C telle que :

1. (fa)n>0 converge u-presque partout vers une fonction f mesurable,
2. il existe une fonction g € L (u) positive telle que pour tout n >0, |f.| < g p-presque partout.

Alors les fonctions (fn)n>0 et f sont intégrables et
lim fndu:/fdu et lim/|fnff|du:0.
n—oo n—oo

Ezemple 20. Considérons par exemple la suite de fonctions (f,,),>1 définie pour tout n > 1 et tout z € R
sin(z)"

par fn(z) = 20T 1{0,00) (). On vérifie que pour tout x € R\ (7/2 4 77Z :

. . sin(z)"™

Comme A\(7/2+47Z) = 0, la suite (f)n>1 converge presque partout vers la fonction nulle. D’autre part,
en utilisant l'inégalité sin(z) < x pour tout x > 0, on obtient :

L 1 1 1

I +x1[o,1](l”) + o )1[1,00)(33) < 51[0,1](5'3) + i

S e () < 0(0)
Les deux termes sont mesurables positifs, I'intégrale de Lebesgue a donc un sens dans R, . L’intégrale
contre la mesure de Lebesgue du premier terme vaut % alors que le second terme est un O(x_zl[lm))
qui est intégrable également. Le théoreme de convergence dominée implique donc

°° gin(z)™

lim dz = 0.

n—oo Jq 1‘(1 + a:)

Dans la pratique, on peut se permettre d’aller un peu plus vite, 'idée étant toujours d’utiliser les indi-
catrices pour décomposer le domaine et majorer uniformément sur chaque sous-domaine par la fonction
adéquate.

Notons que 1’on ne s’occupe absolument pas des points pathologiques pour lesquelles le sinus vaut 1
ou —1. D’autre part, ces points pathologiques sont exactement ceux qui empéche la convergence uniforme
de la suite (fy,)n>1. Avec des techniques de type Riemann, il faudrait procéder autrement en enlevant
des petits voisinages ouverts autour de ces points pathologiques puis justifier le passage a la limite. C’est
possible mais bien plus pénible.

Remarque 38. Remarquons que nous ne disons rien sur la limite de la suite de fonction contrairement
au théoreme de convergence dominée que 'on énonce dans le cadre Riemann. Ceci est di au fait que,
dans le contexte de la théorie de la mesure, la limite est automatiquement mesurable et la condition
de domination implique qu’elle est intégrable. Dans le cadre riemannien, la limite de fonction Riemann
intégrables n’est pas nécessairement Riemann intégrable.

Démonstration. Supposons tout d’abord que la convergence de (fy)n>0 vers f ait lieu partout et que
I'inégalité du deuxiéme point est vraie pour tout x € X. Posons g, = 29 — | f,, — f| Alors (g, )n>0 est une
suite de fonctions mesurables positives et d’apres le lemme de Fatou,

2/9 du:/liminfgn duglirginf/gn duz?/gdu—limsup/|fn—f| du.

n—0o0
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Puisque [ g du < 0o, on déduit que limsup,, . [ |fn — f| du < 0. On en déduit donc que

lim/|fn—f|dp:0 et lim/fndlt:/fdﬂ«
n—oo n—oo

Passons a présent au cas général. Par définition, il existe N € X tel que, si x ¢ N, lim, o fn(z) = f(z)
et u(N) = 0. Il existe également des ensembles N,, € X, n > 0, tel que, si & ¢ Ny, |fn(2)] < g(x) et
#(N,,) = 0. Posons M = NU(Up>oN,,) € X. On a encore u(M) = 0. On pose hy, = fplyc et h = f1,c.
Alors, pour tout z € X et tout n > 0,

lim A, (xz) =h(z) et |h,(x)] < g(x).

m— o0

La premiére partie de la preuve assure donc que lim,,_,o [ |hy, — k| du = 0. Pour conclure, il suffit de
remarquer que h, = f, p-p.p. et h = f p-p.p. si bien que |h, — h| = |fn — f| p-p.p. et donc leurs
intégrales sont égales. O

Remarque 39. En utilisant le méme principe de preuve, on peut montrer un théoreme de convergence
monotone presque-partout ou un lemme de Fatou presque-partout.

Corollaire 4.3.2. Soit (f,)n>0 une suite de fonctions mesurables sur (X, X) a valeurs sur R ou C telle

que
S [ 18] ds < o

n>0

Alors les fonctions (f)n>0 sont intégrables, la série Y. fn converge p-p.p. et il existe f € Li () telle

que
f=> fu p—pp, lim [|f=> fi| du=0, fdu= In dp.
> p [l al a0 [ra-y

Démonstration. Le théoreme de convergence monotone pour les séries a termes positifs implique

[ S itldn=3 [ 1. d

n>0 n>0

Par la proposition 4.2.4, on déduit que ), -, fn est absolument convergente. L’application du théoreme
de convergence dominée a la suite des sommes partielles acheve la preuve du corollaire. O

4.4 Intégrale a parametres

On termine ce chapitre par des cas particuliers d’interversion de limites, & savoir continuité et
dérivation sous le signe intégral.

Théoreme 4.4.1 (Continuité d’une intégrale a parametre). Soient (X, X, u) un espace mesuré, (E,d)
un espace métrique et f une fonction définie sur X x E a valeurs réelles ou complexes. On suppose que

1. pour u-presque tout x € X, la fonction a — f(x, ) est continue sur E ;
2. pour tout o € E, la fonction x — f(x,a) est mesurable sur (X, X) ;
3. il existe une fonction g sur (X, X) mesurable, positive et intégrable telle que pour tout o € E,
|f(z,a)| < g(x) p-presque partout.
Alors F: oo — [y f(z, ) p(dx) est définie et continue sur E.

Démonstration. Pour tout o € E, la fonction © — f(z,a) est intégrable par rapport & u donc F est
bien définie sur E. Soit & € E et montrons que F' est continue au point a. Pour cela, on va utiliser
la caractérisation séquentielle de la continuité. Soit donc (ay)n>0 une suite de E convergente vers a.
Notons pour tout © € E, f,(x) = f(x,a,), puis on applique le théoréme de convergence dominée. On
obtient que F'(«,) converge vers F(«). O

Théoréme 4.4.2 (Dérivabilité d’une intégrale a parametre). Soient (X, X, 1) un espace mesuré, I un
intervalle ouvert de R et f une fonction définie sur X x I a valeurs réelles ou complexes. On suppose que
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1. pour p-presque tout x € X, la fonction a — f(x, ) est dérivable sur I ;
2. pour tout a € I, la fonction x — f(x,a) est p-intégrable ;

3. il existe une fonction g sur (X, X) intégrable et positive telle que pour p-presque tout x € E

of

I 27
Va e, ‘8@

Alors pour tout « € I, la fonction x — % est intégrable. De plus, la fonction F : a — [ f(z,a) p(dz)

est dérivable sur I et
of

Va eI, F'(a):/%(m,a) p(dz).

Démonstration. Par hypothese, il existe un ensemble de mesure nulle N € X tel que si ¢ N, la dérivée

%(x, «) existe pour tout point a € I et

‘af < g(2).

5 (z,)

Il en résulte que z — af L (2, ) est p-intégrable pour tout a € I. Etudions la dérivabilité de F en a € I.
Soit (au)n>0 une suite de I qui converge vers a mais telle que a,, # « pour tout n > 0. Le théoreme des
accroissements finis implique pour tout x ¢ N que

|f (@, ) = f(2, )| < |an — afsup < Jom — alg(z).

acl

0
2,0

On introduit la suite (hy,)n>0 ol la fonction h,, est définie sur X par

f(xvan) — f(x,oz).

gy — Q@

hn(x) =

Cette suite converge simplement sur X \ N vers la fonction z — %(a@a). De plus (hy)n>0 est uni-

formément bornée en valeur absolue par g, d’ou par le théoréme de convergence dominée

/%(m,a dp = lim /fxan :a(x , Q) i = lim M.

n— 00 n—oo Ay —

Il en résulte que F' est dérivable en a de dérivée

o) = [ 2 a,0) du
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Chapitre 5

Mesure produit

Dans ce chapitre, on souhaite construire une mesure m sur un produit d’espaces mesurables (F X
F,X®Y) tel que m(A x B) = u(A)v(B) ol p et v sont des mesures prescrites sur X et ).

En fait, une telle mesure m existe et est unique sous la condition de o-finitude de p et v. L’unicité
de la mesure produit découlera du théoreme de caractérisation des mesures o-finies. Pour existence,
on donnera une preuve “constructive” au sens ou 'on ne fera pas usage du théoreme d’extension de
Carathéodory. La raison pour laquelle on préférera cette preuve directe est qu’elle nous permettra, au
dela de 'existence de la mesure produit, de montrer les théoremes de Tonelli et Fubini qui permettent
de ramener un calcul d’intégrale multiple en autant d’intégrales simples successives

5.1 Mesure produit

Soient (X, X, u) et (Y,Y,v) deux espaces o-finis. On dispose déja d’une tribu naturelle sur X x Y
construite & partir de X' et ), c’est la tribu produit X ® ), i.e la tribu engendrée par les pavés A x B
ouAeXet Be).

Soit C € X ® Y. On note C,, = {y € Y : (z,y) € C} la section verticale et CY¥ = {z € X : (z,y) € C}
la section horizontale.

Lemme 5.1.1. Soit C € X @ Y. Alors pour tout v € X et tout y e Y, C, € Y et CY € X.
Remarque 40. Si C et D sont des éléments de X ® ) alors pour tout z € X

()¢ =(c%,, C,uD,=(CUD), et CyND,=(CND),.
Il en va de méme pour les unions et intersections dénombrables.

Démonstration. Soit C I'ensemble des parties C € X ® ) telles que, pour tout z € X et tout y € Y,
C, € Yet CY € X. Alors C est clairement une tribu. Soit C = A x B un rectangle, alors pour tout
reXyey,

B sizeA A siyeB
C, = €Y et CY= e X.
0 sizgA 0 siyé¢ B
Ainsi, C est une tribu qui contient les rectangles, elle contient donc la tribu produit X ®@ Y. O

Théoreme 5.1.2. Soient (X, X, u) et (Y,V,v) deux espaces mesurés o-finis.
1. Il existe une unique mesure m sur (X x Y, X ® V) telle que, pour tout A € X et B€ ),

m(A x B) = u(A)v(B),

avec la convention 0 x oo = 0. Cette mesure est o-finie. On la note généralement u @ v et on
lappelle mesure produit de p et v.
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2. Pour tout C € X ® Y, les applications x — v(Cy) et y — u(CY) sont respectivement X -mesurable
et Y-mesurable et

M@V(C)Z/

X

UC.) ldo) = | u(C?) vidy) (5.1)
Y

Démonstration. L’unicité de la mesure produit est une conséquence du théoreme 2.2.20 de caractérisation

des mesures. Supposons qu’il existe une autre mesure produit m’, alors pour tout A € X et B € Y, on a

m/(A x B) = u(A)v(B) = m(A x B).

L’algébre de Boole engendrée par les rectangles est constituées des réunions finies de rectangles disjoints,
donc m’ et m coincident sur 'algebre de Boole engendrée par les rectangles.

Les mesures p et v sont o-finies, ainsi il existe (X, )n>0 €t (Yn)n>0 des suites croissantes d’ensembles
mesurables dans X et ) respectivement tels que p(X,,) < oo et v(Y;,) < oo pour tout n > 0, X = U, >0X,
et Y = U,>0Y,. La suite (X,, X ¥},)n>0 est elle-méme croissante exhaustive et satisfait

m(X, x Yy) = u(X,)v(Y,) =m/ (X, x F,) < .

Les mesures m et m’ sont donc o-finies et donc coincident sur la tribu engendrée par les rectangles, c’est
a dire la tribu produit.
Pour 'existence de la mesure produit, nous allons considérer la fonction d’ensembles suivante

VCeX®), m(C)= / v(Cy) u(dx). (5.2)

X
Pour que cette application soit bien définie, il faut tout d’abord montrer le lemme suivant qui correspond
a la premiere partie du deuxieme point du théoreme.

Lemme 5.1.3. Si C € X ® Y, Uapplication © — v(C,) est mesurable sur (X, X) et Uapplication y —
w(CY) est mesurable sur (Y,)).

Démonstration. 11 suffit de montrer la premiere assertion. Supposons dans un premier temps que v est
finie. Soit C I'ensemble des parties C € X ® Y telles que © — v(C}) soit mesurable. Nous allons montrer
que C est un A-systéme contenant I’algebre de Boole, notée B, engendrée par les rectangles. En effet,
comme le plus petit A-systéme contenant B (qui est stable par intersections finies) est la tribu engendrée
par B (mais aussi par les rectangles), c’est donc que C = X @ ).

Etape 1:BcCC.

SiC=AxBeX®Y,alors v(Cy) = 14(z)v(B) et donc C € C. Si C = U, C? ot les (C*)1<;<p, sont
des rectangles mesurables deux & deux disjoints, on a v(C,) = >, v(CL) et  — v(C,) est mesurable en
tant que somme de fonctions mesurables. D’ou B C C.

Etape 2 : C est un A-systeme.

1l est clair que C = X xY € C car alors C, = Y et donc z — v(C,) = v(Y) est mesurable.
Soit (C™)p>0 une suite croissante d’éléments de C et C sa réunion. Pour tout z € X, le théoréme de
convergence monotone appliqué a la suite croissante (1cn)n>0 implique que (v(C}'))n>0 converge vers
v(Cy). Donc © — v(C;) est mesurable en tant que limite simple d’une suite de fonctions mesurables.
Enfin, si C' et D sont dans C avec C C D, alors (D \ C), = D, \ C, et comme v est supposée finie,
x—=v((D\C)z) =v(D;) —v(C,) est mesurable comme différence de fonctions mesurables.

Si v est seulement o-finie, soit (¥},),>0 une suite croissante exhaustive d’éléments de ) telle que
v(Yy,) < oo pour tout n > 0. Soit C € X ® Y et, pour tout n > 0, posons C" = CN(XNY,). Dapres la
premiére partie de la démonstration I’application x — v(C?') est mesurable. Par convergence monotone,
il en est de méme pour z — v(C,). O

Désormais, on a justifié que la quantité donnée dans (5.2) est bien définie. Montrons qu’il s’agit d’une
mesure. Il est clair que m()) = 0. Soit (C™),>0 une suite d’éléments de X ® Y deux & deux disjoints et
C leur réunion. On a C, = U, C} avec (C})p>0 deux a deux disjoints dans Y, d'out v(C;) = >, v(CZ).
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Encore une fois, le théoreme de convergence monotone appliqué aux sommes partielles de la séries de
fonctions ), 1o implique

[ (€ wtan) = 3 [ wiez) uta) = 3o micm,

n>0 n>0

Ainsi, m est une mesure et il reste a vérifier qu’elle affecte la mesure souhaitée aux rectangles. Si

C=AxBeX®)Y,ona

m(C) = / v(Cq) plde) = | 1a(x)v(B) p(dz) = p(A)v(B).
X X

De méme, on montre que C' — [, u(C¥) v(dy) définit une mesure sur X ® Y qui coincide avec m sur

les rectangles. Par unicité, cette mesure est égale & m et ’on obtient la relation (5.1). O

Si (X, X, pi)1<i<n sont N espaces mesurés o-finis, on peut vouloir définir une mesure produit = sur
(Hi\;l X, ®Xz) telle que, pour tout A = Ay x---x Ay, 4; € X, 1 <i < N, 7w(A) = u1(41) - un(An).
Pour se faire, on peut procéder par étapes : pour le cas N = 3, on peut commencer par construire g ® s,

puis (1 ® p2) ® pug. On peut cependant procéder différemment et construire po ® ps, puis 1 @ (p2 ® uz).
Ces deux constructions définissent-elles une méme mesure ? La réponse est heureusement oui.

Proposition 5.1.4. Le produit tensoriel de mesure est associatif.

Exercice 21. Démontrer la proposition 5.1.4. On pourra pour cela utiliser le théoréeme de caractérisation
des mesures.

Si X et Y sont des espaces topologiques, on peut les munir de leurs tribus boréliennes. Sur le produit
X x Y, on peut donner a priori plusieurs structures mesurables : soit on munit le produit de la tribu
produit des tribus boréliennes, c’est & dire B(X) ® B(Y) ; soit on munit le produit de la tribu borélienne
issue de la topologie produit. Ces deux tribus sont-elles identiques ?

Proposition 5.1.5. Soient X et Y deux espaces métriques séparables. Alors B(X) @ B(Y) = B(X x Y)
ot X X Y est muni de la topologie produit.

Ezercice 22. Démontrer la proposition 5.1.5. On pourra montrer que tout ouvert est réunion dénombrable
de pavés ouverts.

Théoréme 5.1.6 (Mesure de Lebesgue sur R?). Il existe une unique mesure \q sur (R, B(RY)) telle
que, pour tout produit d’intervalles It X -+ x Iy, A\g(I1 X -+ x Iy) soit égal au produit des longueurs des
intervalles (1;)j=1,...a- De plus, Aq est le produit tensoriel répété d fois de la mesure de Lebesgue A sur
(R, B(R)), on note \g = \¥¢. Cette mesure est appelée mesure de Lebesque sur RY. Enfin, la mesure \g
est Uunique mesure sur B(RY) telle que

1. Xa([0,1)%) =1,

2. pour tout a € R et B € B(RY), A\g(a+ B) = \g(B).

5.2 Théoremes de Fubini-Tonelli et de Fubini-Lebesgue

On remarque que 1'égalité (5.1) s’écrire encore

/XXY ledp®@v = /X {/Y 1c(z,y) l/(dy)] p(dx) :/Y [/x 1o(z,y) u(dy)} v(dz). (5.3)

Ainsi, calculer I'intégrale de la fonction indicatrice d’un élément de la tribu produit revient a intégrer
I'intégrale des sections, ’ordre d’intégration ne jouant aucun role.

Le théoreme de Fubini-Tonelli, qu'on appellera plus simplement théoreme de Tonelli, montre que ce
fait reste vrai pour les fonctions mesurables positives, ce qui ne devrait pas nous étonner au vu de la
construction de l'intégrale de Lebesgue.

Théoréme 5.2.1 (Fubini-Tonelli). Soit f une fonction mesurable de (X x Y, X ® V) dans R et soient
u et v deur mesures o-finies respectivement sur (X, X) et (Y,Y). Alors,
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1. les fonctions partout définies v — [, f(x,y)v(dy) et y — [y f(z,y)p(dx) sont respectivement
X et YV-mesurables.

2. les égalités suivantes ont lieu dans Ry :

/Xxyfduéou—/{/fxy (dy)] p(dz) = /[/fxy dx)} v(dy). (5.4)

Démonstration. Nous montrons dans un méme temps le point (1) pour la premiere fonction et la premieére
égalité du point (2). La stratégie de preuve est similaire & ce qu’elle était pour la construction de
Pintégrale, elle se fait en trois étapes (indicatrices, fonction étagées positives et mesurables positives). A
chaque étape, on doit montrer

1. pour tout z € X, y — f(z,y) est Y-mesurable et positive,
2. x — [, f(z,y) v(dy) est X-mesurable et positive,
3. la relation (5.4) est vérifiée par f.

Etape 1 : Si f est l'indicatrice d’un élément C' de X ® Y, alors le point (1) est assuré par le lemme
5.1.1 puisque y — f(z,y) est en fait Papplication y — 1¢, (y); le point (2) est assuré par le lemme 5.1.3
et ’égalité (5.3) n’est rien d’autre que I’égalité (5.1) montrée dans le théoreme 5.1.2.

Etape 2 : Si f est une fonction étagée positive, le résultat découle de la linéarité de I'intégrale et de
la stabilité de la mesurabilité par combinaison linéaire.

Etape 3 : Si f est mesurable positive, il existe une suite (f,),>0 croissante de fonctions étagées
positives qui converge simplement vers f. Donc, pour tout « € X, (y — fn(2,y))n>0 est suite de fonctions
mesurables positives qui converge vers y — f(z,y). Le théoreme de convergence monotone assure

/Yf(w,y) v(dy) =/an(w,y) v(dy) :nIL%Af"(x’y) v(dy).

Pour chaque n > 0, par Iétape 2, la fonction @ — [i, fn(x,y) v(dy) est mesurable positive. Donc, la
fonction x — fY f(z,y) v(dy) est mesurable positive comme limite de fonctions mesurables positives. De
plus,

fdu®v R lim fndu® p éape 2 [/ fn(z,y) dy)] p(dx)
XXY n—o0 XXY TL-}OO
CM
2 [ | [ e dyﬂ ) 2 [ [ 5o vt utao),
ce qui acheve la preuve. O

Corollaire 5.2.2. Soit f une fonction mesurable sur (X x Y,X ® ) a valeurs complexes. Alors f est
intégrable pour la mesure u ® v si seulement si l'une des deux conditions suivantes est satisfaite

[ 1seiiian] g <o ou [[[ [ 15t iutan)] v <

Démonstration. C’est Iapplication du théoréme de Tonelli & la fonction positive |f]. O

Théoréme 5.2.3 (Fubini-Lebesgue). Soit f une fonction intégrable sur (X x Y, X @ Y, u @ v). Alors,

1. pour presque tout x € X, la fonction y — f(x,y) est dans L*(v); de plus la fonction x +
fY dy), définie u-p.p., est p-intégrable.

2. pour presque tout y € X, la fonction x — f(x,y) est dans L*(n); de plus la fonction y
Jx f(@,y)p(dy), définie v-p.p., est v-intégrable.

3. Enfin,
XfodM@V_/[/fxy (dy)] p(dx) = /[/fxy dx)} v(dy).
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Démonstration. On montre le point (1) et la premiere égalité de (3) pour une fonction & valeur dans R.
D’apres le théoreme de Tonelli et ’hypothese d’intégrabilité, on a

o> [ Aftansr= [ | [ 1r.0) vian)| was)

L’inégalité de Markov implique que Papplication  — [, |f(z,y)| v(dy) est p-presque partout finie, on
note N Dlensemble négligeable sur lequel elle est infinie. Si ¢ N, 'application y — f(x,y) est v-
intégrable. On décompose f en la différence de la partie positive et de la partie négative : f = f+ — f~.
Si z ¢ N, les applications y — f*(z,y) et y — f~(z,y) sont v-intégrables et on a

vz e NE, /f(w,y) v(dy) =/f+(x,y) v(dy) —/f‘(x,y) v(dy).

D’apres le théoréme de Tonelli, les fonctions  — [ f*(z,y) v(dy) sont mesurables sur X\ N muni de la
tribu induite et

/X\N [/Yfi(:c,y) u(dy)] (dz) / [/ E(z,y) dy)} p(dz) = Xxyfi A& v < oo,

Par conséquent, Papplication z — [ f(z,y) v(dy) définie sur X \ N est intégrable comme combinaison
linéaire de deux fonctions intégrables. On a enfin

fdu@v= ffduov— frdu®v
XxY XxY XxY

-/ . [ 50 vaw)] i)~ [ N [ £ via)| i)
:/X\N /Y fH(z,y) u(dy)—/f‘(x,y) V(dy)] p(dz)
:/X\N :/Yf(x,y) z/(dy)] (dx) /Ufa: Y) dy} p(dz).

Ceci termine la preuve du théoreme. O

5.3 La mesure produit en application

Ezemple 21 (Normalisation de la gaussienne). On se propose de montrer que

I :/0 e /2 dy = \/Z (5.5)

On définit f sur RZ par f(gc7 y) = yexp(y?(1 + 22)/2). La fonction f est continue donc mesurable, de
plus elle est positive sur ]R donc le théoreme de Tonelli s’applique. Or, d’une part,

—2(1+2%)/2)]" 1
14 22 0 1422

1 m
/]R+ ( [ ) dy> dgc:/R+ =t

D’autre part, pour y > 0, & I’aide du changement de variable u = xy

fz,y) dx = 67y2/2/ e~ (@y)?/2 ydr = 6792/2/ W2 qy = JeV/2,

fa.y) dy = [e’“’(
R4

Donc

Ry

En intégrant par rapport a la variable y, on obtient

/ ( flz,y) d:v) dy = I°.
Ry \JR,
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Le théoréme de Tonelli implique I? = 7/2 et par positivité de I'intégrande dans (5.5) on obtient le
résultat.

Remarque 41. Dans le calcul, nous avons supposé, pour que le changement de variable soit inversible,
que y > 0. Il n’est pas nécessaire de considérer le cas y = 0 puisque

R, R,

Si dans ’exemple ci-dessus, on a profité de la positivité de la fonction f pour appliquer le théoreme
de Tonelli, on considere ci-dessous un exemple de fonction a intégrer qui n’est pas de signe constant.
Dans ce cas, on commence par étudier 'intégrabilité de la valeur absolue de la fonction a intégrer en
utilisant le théoreme de Tonelli. Une fois l'intégrabilité assurée, on applique le théoreme de Fubini.

Exemple 22. On veut calculer

/]R _ sin(zy) exp{—(z +y)} dedy.

+
On trouve facilement une majoration de la valeur absolue

/2 | sin(zy)| exp{—(z + y)} dzdy < /2 exp{—(z +y)} dzdy.

R% R%

Dans l'intégrale de droite, on peut appliquer le théoréeme de Tonelli, d’out

/RQ exp{—(z +y)} dedy = </R+ e " dx) (/R+ ey dy) =1.

+
On en déduit I'intégrabilité de la fonction de départ. Par le théoréme de Fubini, on obtient (c’est un
exemple, on peut bien siir intervertir le role de z et y si le calcul est facilité)

J

En intégrant par parties deux fois (on integre ’exponentielle), on montre que

sin(zy) exp{—(z +y)} drdy = /

R+

[ / sin(zy) exp{—(z + y)}dx] dy

2
+

. - )
J(y) = Tdr = .
= [ sty o=

Ainsi, on obtient finalement

/ sin(zy) exp{—(z + y)} dady = / ¢’ dy.
R2 R

2
+ +1+y

Exemple 23. On veut calculer

/]R2 sin(y) exp{—(z + )} dzdy.

On trouve facilement une majoration de la valeur absolue

[ 1sinlexp(~(w + )} dody < [ exp{~(o+9)} dod.
]R2 2

+ R

Dans l'intégrale de droite, on peut appliquer le théoréeme de Tonelli, d’ou

/R2 exp{—(z +y)} dedy = </R+ e " d:c) </R+ ey dy) =1.

+
On en déduit 'intégrabilité de la fonction de départ. Par le théoreme de Fubini, on obtient

/]R sin(y) exp{—(z + vy)} daedy = </JR+ sin(y)e Y dy) </R+ e " d:c) :
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De plus, en intégrant par partie deux fois, on obtient
1
/ sin(y)e ™V dy =1 —/ sin(y)e™ dy = .
Ry Ry 2

L’intégrale voulue initialement vaut donc 1/2.

Ezemple 24. Soit f(x,y) = xy? et A le domaine intérieur au triangle ABC avec A = (0,—1), B = (1,3)
et C' = (0,1). La fonction f est continue sur A compact donc f est bornée disons par M > 0. On voit
facilement par croissance de I'intégrale

/ If(z,y)| dedy < MA(A) < oo,
A

On peut donc appliquer le théoreme de Fubini. Un calcul simple donne

1 §(x+1)
[ sy dody = [ 1sn@o g @) ddy= [ o [T Pdya.
R R —1 0
Ainsi,
9 ('[P x* . 2 27
1 dedy = = =z il 317 | de = 2L
/RQ alz,y)f(z,y) dedy 8/1{5+34+x+2}x 0

5.4 Mesure image et changement de variables

On commence par rappeler le théoreme de transfert.

Théoréme 5.4.1 (Théoreme de transfert). Soient ¢ : (Q, F,v) — (X,&). Soit f : (X,€) — Ry mesu-

rable. Alors,
/f dov = / fo@dv. (5.6)
X Q

Si f est a valeurs complezes, alors f est ¢p.v-intégrable si et seulement si f o ¢ est v-intégrable et on a
légalité 5.6 dans C.

Le théoreme de transfert donne donc une formule de changement de variable théorique. Cependant,
cela reste peu exploitable en pratique puisque la mesure ¢.v n’est pas explicite.

Définition 5.4.2 (Mesures absolument continues). Soit (X, X) un espace mesurable et p et v deux
mesures sur (X, X). La mesure v est dite absolument continue par rapport a u si, pour tout A € X,
#(A) = 0 implique v(A) = 0. On note v < p.

Proposition 5.4.3. Soit (X, X, u) un espace mesuré et f une fonction mesurable positive sur (X, X).
Si v est & densité f par rapport a u, alors v est absolument continue par rapport a .

Démonstration. Si A € X est tel que u(A) =0 alors f14 est nulle u-presque partout et

v(A) :/flA dup = 0.
O

Le théoreme de Radon-Nikodym énoncé et démontré au chapitre 6 établit une réciproque a cette
proposition dans le cas o-fini : si ¥ < p alors v est a densité par rapport a pu.

Lorsque v est absolument continue par rapport & la mesure de Lebesgue et ¢ un C'-difféomorphisme,
on peut donner une expression explicite de ¢,v. Le lemme suivant, utile pour démontrer le théoreme
de changement de variable général, donne une telle expression pour le cas oll ¢ est un automorphisme
linéaire.

Lemme 5.4.4. Soient A une matrice inversible de taille d x d et b € R? un vecteur. Soit f : R? — R,
une fonction mesurable positive. Alors
1

y f(Az + b)A(dx) = [det 4] Jou f(z) dA\(x).
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Remarque 42. Ce lemme est aussi valable pour une fonction mesurable & valeurs dans C sous condition
d’intégrabilité.

Remarque 43. En d’autres termes, le lemme établit que la mesure image de la mesure de Lebesgue A4
par l'application affine ¢ : x — Ax + b est donnée par

Gudg = |det A7\

Démonstration. Puisque la mesure de Lebesgue est invariant par translation et que A est linéaire, on
peut supposer d’abord b = 0. Il s’agit d’identifier la mesure v = ¢, \g. On commence par montrer qu’elle
est proportionnelle & la mesure de Lebesgue Ag.

Soient a € R¢ et B € B(R?), alors

via+ B)=XA" a+ A'B) = \(A™'B) = v(B).

Ainsi, v est invariante par translation. D’autre part, v/([0, 1]¢) # 0 car

v(RY) =ARY) =00 et v(R) < Y vn+[0,1]%) = v(0,1]%.

nezd neze

Enfin, on montre que v([0,1]¢) = A\(A71[0,1]9) < oo car A71[0,1]? est compact. Ceci montre que la
mesure p = v/v(]0,1]?) est invariante par translation et vérifie u([0,1]¢) = 1, il s’agit donc de la mesure
de Lebesgue. Aussi il existe une constante c(A) € R% telle que v = cA4. Il s’agit de montrer que
c(A) = |det A|71. Si A est inversible, la méthode du pivot de Gauss consiste & multiplier & gauche par
des matrices élémentaires My, --- M}, de sorte que My --- M A = I et donc que A~ = M}, --- M. Les
matrices élémentaires permettent de permuter des lignes (type 1), multiplier une ligne par un scalaire
non nul (type 2), ajouter une ligne & une autre ligne (type 3). On remarque que

AT'B =My ---MB etdonc c(A)=c(M_')---c(M).

La preuve sera terminée si 'on montre que ¢(M) = |det M|~! dans le cas o M est une matrice de type
1,2 et 3. Il faut en effet juste remarquer que si M est de type 1 (resp. de type 2) alors M ! est de type
1 (resp. de type 2) alors que si M est de type 3, M ! est le produit d’une matrice de type 2 et de type
3. Or,

1. si A est matrice de type 1, alors
v(A) = Ma(A710,1]4) = X4([0,1]%) = 1 = |det A|7";
2. si A est une matrice de type 2, o € RY, alors
v(A) = Aa(A7H0,1]%) = A0, 1] x [0,a7"]) = |a] 7" = |det A|7Y;

Si a € R* | par le méme raisonnement, on obtient le méme résultat.

3. si A est une matrice de type 3, alors, & une permutation de la base de R? pres, c’est & dire & des
permutations de lignes pres,

P 0 1 0 1 1
A= avec P = ou P=

I 11 0 1

De plus, on calcule A[0,1]? = D x [0,1]9=2 avec D le parallélogramme de R? dont les sommets ont
pour coordonnées (0,0), (0,1), (1,1) et (1,2) pour le premier cas et (0,0), (1,0), (1,1) et (2,1)
dans le second cas. Dans chacun des cas, ces parallélogrammes sont la réunion de deux triangles
isoceles rectangle de coté 1. De fait,

v([0,1]%) = Ag(A7H0,1]%) = Ao (D)Ag_2([0,1]972) = 1 = |det (A)|7L.
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Définition 5.4.5. Soient U un ouvert de R? et ¢ : U C R? — R? une application C, i.e. les dérivées
partielles de ¢ existes et sont continues sur U. On note ¢ = (¢1, ... d,). Le jacobien de ¢ au point a € U,
noté Jacy(a), est une application linéaire de R? dans R? dont la matrice dans la base canonique est
donnée par

or(a) -+ Oppi(a)
Jacy(a) = : :
Aggla) -+ Opogela)

Remarque 44. Rappelons que la matrice jacobienne d’une application ¢ de classe C! est la matrice
représentant le morphisme linéaire de RP dans R? au sens suivant :

¢a+h) = ¢(a) + Jacy(a)h + o([[2]])

avec h € RP suffisamment petit de sorte que a+h € U. Cette remarque donne un moyen mnémotechnique
pour se rappeler de la forme de la jacobienne lorsque dimension de départ et dimension & l'arrivée
different.

Avant d’énoncer le théoreme de changement de variables, rappelons deux théorémes importants du
calcul différentiel : le théoreme d’inversion locale et la caractérisation des difféomorphismes. Le lecteur
trouvera la démonstration de ces deux théorémes dans | ]

Théoréme 5.4.6 (Inversion locale). Soit D un ouvert de R? et ¢ : D — R® une application de classe
C' sur D. Sia € D est tel que Jacy(a) est inversible, alors il existe un voisinage ouvert V, de a dans D
tel que ¢y, soit un difféomorphisme de V;, sur son image ouverte ¢(Vy).

Théoréme 5.4.7. Soit D un ouvert de R%. La fonction ¢ : D — R? est C'-difféomorphisme sur son
image A = ¢(D) si et seulement si elle vérifie

1. ¢ est injective sur D,

2. ¢ est de classe C1 sur D,

3. Jacy est inversible en tout point a € D.

Dans ce cas, A est un ouvert de R et, pour tout a € A, Jacg-1(a) = Jacg(¢~ (a))~".

Théoréme 5.4.8. Soient D, A deuzx ouverts non vides de R? et ¢ un C'-difféomorphisme de D dans
A. Si f: A — R est mesurable positive alors,

/ f(u) du :/ f(o(v))|det Jacy(v)| dv. (5.7)
A D

Si f: A — C est mesurable, alors f o ¢ |det Jacy| est intégrable si et seulement si f est intégrable et
Iégalité (5.7) a lieu dans C.

Remarque 45. Formellement, si u = ¢(v) est un changement de variable alors
du = dp(v) = |[Jacy(v)] dv.

Démonstration. Le changement de variable pour un automorphisme linéaire n’est rien d’autre que le
lemme 5.4.4. La preuve dans le cadre générale est longue et fastidieuse (voir | ] par exemple), on
peut néanmoins en donner une heuristique :

1. recouvrir le domaine D par des pavés de diametre < ¢ petit ;

2. approcher la fonction ¢ sur chaque pavé par son jacobien ;

3. appliquer le théoreme de transfert au jacobien a l'aide du lemme 5.4.4;
4

. faire tendre § vers 0 en controlant uniformément les restes.
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Ezemple 25 (Densité gaussienne). On cherche & montrer que I = fR e~ /2 dxdy = +/2m. Pour cela, une
application du théoreme de Tonelli implique

22 442
/ e~ dxdy = / e=7"/2 dm/ eV’ /2 dy =1?
R2 R R
=f(z,y)
D’autre part, on fait le changement de variable (z,y) = ¢(p,0) = (pcos(8), psin(f)). L’application ¢
est un C''-difféomorphisme de R% x [0,27) dans R? \ {0}. De plus,

cos(f) —psin(6)
Jacy(p,0) = — |det Jacs(p,0)] = ol = p.
sin(f)  pcos(0)

La formule du changement variable donne

2 2 m2 12
/ e " e dxdy:/ e i
R2 R2\{0}

par le théoreme de Tonelli encore une fois. Finalement, I? = 2.

dxdy :/ ,06792/2 dpdf = 27r/ pe*pz/2 dp,
R? x[0,27) 0

Remarque 46. Siil est primordial que ¢ soit un C'-difféomorphisme pour éviter les effets de type courbe
de Peano, il est parfois possible d’enlever des points au domaine pour obtenir un tel C!-difféomorphisme.
Typiquement, dans I'exemple ci-dessus, ¢ est un C'-difféomorphisme de R% x [0,27) dans R? \ {0} et
non de R% x [0,27) dans R?. Ce probleme est levé en remarquant que flgz = f 1g2\ 0} presque partout.
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Chapitre 6

Espaces LP et LF

Dans ce chapitre, K désigne indifféremment le corps des réels ou des complexes.

6.1 Généralités

Définition 6.1.1. Pour tout réel p > 0, on définit
Ly (X, X, p) = {f (X, X) — (K, B(K)) mesurable : /|f|p dp < oo}.

Si il n’y a pas d’ambiguités, on notera plus simplement £E (u) voir £P.

Remarque 47. Si m désigne la mesure de comptage sur (S, P(S)) ot S est un ensemble dénombrable,
alors

£H§(m) = g]]z(S) = {(as)ses : Z |a5‘p < OO} .

s€S
Proposition 6.1.2. Pour tout p > 0, L (i) est un K-espace vectoriel.

Démonstration. On vérifie que L (1) est un sous espace vectoriel du K-espace vectoriel des fonctions
mesurables sur (X, X) & valeurs dans K. Il est immédiat que la fonction nulle est dans £§ (p1). Soient
AeKet f,g € LB (11). Les majorations

IAf+gl” < (IMLfT+19D)P < @max{|Al[f], |g]})” < 2P[APf1P + 27]g[”
assurent que Af 4+ g € L (). O
Proposition 6.1.3. Si u(X) < oo, alors, pour tout p € (0,q], L& (1) C LE ().

Démonstration. Sip € (0,q], alors [f|” < |f|91| 751 + 1jf|<1. Ainsi, deés que f € L (i), on obtient

J1sw s [1f1r du nqis < 1p) < .
O

Exercice 23. Montrer que les inclusions sont strictes en général. Montrer que ’hypothese de mesure finie
est primordiale.

Proposition 6.1.4. Pour tout p € (0,q|, ¢%(S) C (% (S).

Démonstration. Soient p € (0,q] et (as)ses alors S = {s € S : |as| > 1}F est fini. Comme pour tout
s €SP, |a,? < |as|?, on obtient que D ses las]? < oo O
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Définition 6.1.5 (p-Norme). Soient f: (X, X, u) — K et p > 1. On définit la quantité

i/p
o= ([ 177) <R,
X
avec la convention (+00)'/? = +oo0.

Pour p = oo, on définit la quantité

[flloe = inf{r = 0: pu({|f| > r}) = 0} = ess sup|[f].

Remarque 48. On peut aussi considérer le cas p € (0,1) mais alors Pappellation “p-norme” est abusive
car l'inégalité triangulaire n’est plus valide. On parle alors de quasi-norme que I'on éludera pour notre
part.

6.2 Inégalités de Holder et de Minkowski

Deux réels p, g € [1, 00] sont dits conjugués si % + % =1 avec la convention 1/0c0 = 0.

Théoreme 6.2.1 (Inégalité de Holder). Soient f,g : (X,X,u) — K et p,q € [1,00] deux indices
COMJUGUES.

1. Si f,g sont positives, alors dans R

0< / g di < [ lplgls-

En outre, sip,q € (1,00) et ||fllp et |lglly sont finis, linégalité est une égalité si et seulement il
existe a,, 8 > 0 tels que afP = Bg? u-presque partout.

2. Si feLll(u)etge LE(pn), alors fg € L () et
1fglle < 1 flpllgllq-

En outre, sip,q € (1,00), l'inégalité est une égalité si et seulement si il existe o, 5 > 0 tels que
a|fIP = Blg|? p-presque partout.

Démonstration. Sip =1 et ¢ = oo (ou l'inverse en échangeant les roles de p et ¢), il suffit de remarquer
que 0 < fg < fllglloo p-p-p- et d’intégrer cette inégalité.

Sip,q € (1,00), on commence par établir une inégalité utile dans la suite. Soient o € (0,1) et z € R,
on pose @q (z) = z* — ax. La fonction ¢, est dérivable sur RY et ¢, () = a(z*~* —1). D’ou, ¢}, < 0 sur
(1,00) et ¢!, > 0 sur (0,1). Donc pour tout = € Ry, ¢o(z) < ¢o(1) avec égalité si et seulement si z = 1.
Aussi, 2% < ax + 1 — « avec égalité si et seulement si x = 1. En posant x = u/v avec u > 0 et v > 0, il
vient

u* v < au+ (1 —a)v  avec égalité si et seulement si u = v. (6.1)

Cette inégalité est encore vraie pour u,v € R;..

On revient & la preuve du premier point. Si || f||, ou ||g|l, est nulle alors f ou g est nulle y-presque

partout et il en va de méme pour fg. L’inégalité est alors triviale. De méme si || f||,, ou ||g||; vaut co. On
suppose donc que ces deux quantités sont strictement positives et finies. On pose

azl, d’oﬁlfazl, u = I = gq.

p q I1£115 gl

D’apres l'inégalité (6.1),
1 fP 1 g4
fg <! f - g .
Iflpllglly — 2 Ilflm g llglla
En intégrant de chaque c6té de I'inégalité contre p, il vient

rrm L[ g _
Oé/fg dpe < (| £1pllglq (p/ TR du+q/|g|3 du) £ 11pl19llq-

L’égalité a lieu si et seulement si f/||f||, = g/llgllq #-presque partout. Le deuxiéme point du théoréme
est immédiat. O
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Corollaire 6.2.2. Si u est une mesure de probabilité, Uapplication r — || f||» est croissante.

Théoréme 6.2.3 (Inégalité de Minkowski). Si p € [1,00], alors, pour tout f,g € L (p),

1 +gllo <11fllp + llgllp-

L’égalité a lieu si et seulement si
— f =0 u-presque partout ou g = af u-presque partout, pour o >0 sip > 1
— f =0 p-presque partout ou fg > 0 p-presque partout si p = 1.

Démonstration. Si || f + gll, = 0, I'inégalité est triviale. Sinon, on intégre par rapport & p l'inégalité
lf+glP <|fIIf+9glP" +1gllf +9/P~"  avec la convention 2° = 1 pour z > 0.
On obtient alors

I +9lip S/If\lf+g|‘”*1 du+/|g|\f+g|f7*1 dys.

Si p = 1, 'inégalité est établie. Sinon, puisque (p — 1)g = p, I'inégalité de Holder assure que

1/q
1515+ 9P i< 111, ( [ 154070 du) — A + gl

Ainsi,
1F + 915 < (1F1lp + lgllp) 1f + gllz/e.

11 ne reste plus qu’a simplifier par || f 4+ gHg/ ? qui est strictement positif et & remarquer p — p/q = 1 pour

obtenir I'inégalité souhaitée.
L’inégalité pour p = oo est une conséquence immédiate de l'inégalité triangulaire pour la valeur
absolue. O

Remarque 49. L’inégalité de Minkowski n’est rien d’autre que 'inégalité triangulaire pour la p-norme.

L’homogénéité est immédiate. Ainsi, || - ||, est une semi-norme. Pour que ce soit une norme, il faudrait
que || f|l, = 0 implique f =0, or f n’est nulle que p-presque partout.
11 existe une fagon simple de construire un espace vectoriel normé a partir de £P et || - ||, : il suffit de

considérer Iespace quotient L£P/, ot ~ est la relation d’équivalence d’égalité p-presque partout : f ~ g
si et seulement si f = g p-presque partout.

Définition 6.2.4 (Espaces LP?). L’espace L{ () est défini comme l'espace £ (x) modulo 1'égalité p-
presque partout : LE (1) = £ (1) /. L'espace LE (1) muni de 'application |- ||, est un K-espace vectoriel
normé.

Théoréme 6.2.5. Pour tout p > 1, lespace vectoriel normé (L (u), | - ||,) est un espace de Banach.

Démonstration. Fixons p € [1,00) et considérons une suite de Cauchy (fy,)n>0 d’éléments dans L ().
On peut trouver une sous-suite (f,, )r>0 telle que pour tout k > 0 : || fu,,, — furllp < 27F. Pour prouver
que (fn)n>0 converge, il suffit de montrer que (f,, )k>0 converge car les suites de Cauchy ont au plus
une valeur d’adhérence (voir la proposition 1.2.83). Pour cela, posons

g = Z |f’ﬂk+1 - fnk‘

k>0

La fonction g est mesurable et par convergence monotone ainsi que I'inégalité de Minkowski :

lgllp < Z [ frnsr = Frillp < o0

k>0

La fonction g est donc finie y-presque partout comme toute fonction dans L (p). Ainsi, hors d’un certain
ensemble négligeable, la série numérique g, (x) = Y <o (fu.s —fn, ) () est absolument convergente, donc
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convergente. Ainsi, en dehors de cet ensemble négligeable, la suite (g, )n>0 converge donc simplement
vers une certaine fonction f qui est, de ce fait, mesurable. On conclut en remarquant que f vérifie

1f = Faells <D W fness = Faellp < 275,

>k

si bien que f est dans L (1) et que (fn, k>0 ainsi que (fn)n>0 converge vers f dans cet espace.

Considérons le cas p = oo et soit (fy,)n>0 une suite de Cauchy. Soit € > 0, alors il existe N > 0 tel que
pour tout n,m > N, ||fn — fm|le < €. Cela implique Pexistence d’ensemble N, ,,, tel que p(Ny m) =0
et si x & Npm, |fn(z) — fm(z)] < e. Posons N = Uy, 1m>nNNp m, alors (V) = 0 et pour tout n,m > 0 et
tout = € NC, |f,(z) — fm(2)] < . Ainsi, pour tout = € NC, (fn(x))n>0 est une suite de Cauchy dans K
complet, elle converge donc vers un réel f(x). Or,

@ < 1f(z) = fa@) + [ fa(2)] <&+ s [ fallc, n2Nz€ NE.
nz
Pour conclure, il suffit de remarquer que ||| fnllco — | fimlloc] < € ainsi (]| fnlloo)n>0 €st convergente donc
bornée. O

Remarque 50. On a montré au passage le fait suivant : si (f,,)n>0 est une suite de Cauchy dans L (1),
p € [1,00), alors il existe une suite extraite qui converge p-presque partout.

6.3 Théoreme de Radon-Nikodym

6.3.1 Un peu d’espace de Hilbert

Dans toute la suite K = R ou C.
Définition 6.3.1. Un produit scalaire sur un K-espace vectoriel E est une application (-,-) : Ex E — K
satisfaisant

1. pour tout y € E, I'application de E dans K qui & z € E associe (x,y) est linéaire;

2. — si K=R alors (z,y) = (y,x) pour tout z,y € E;
— si K= C alors (z,y) = (y,z) pour tout z,y € E;

3. pour tout z € E, (z,z) € Ry ;
4. (x,z) = 0 si et seulement si z = 0.

Autrement dit, un produit scalaire est une forme bilinéaire (ou hermitienne si K = C) symétrique définie
positive.
Un espace vectoriel £ muni d’un produit scalaire est appelée espace préhilbertien.

Proposition 6.3.2 (Inégalité de Cauchy-Schwarz). Un (E,(-,-)) un espace préhilbertien. Alors pour
tout z,y € E, [{z,y)]* < (z,2){y, y)-

Démonstration. Soit u € K unitaire (Ju| = 1) tel que u(z,y) = |(z,y)|. Alors, par définition, pour tout
t € R, (ux + ty,ux + ty) > 0. Or

(uz + ty, uz + ty) = (ux,ux) + 2tRe (uz,y) +t*(y,y) = (x,z) + 2t|(z,y)| + *{y, ).

Ce polynome du second degré est positif pour tout ¢ € R si bien que son discriminant est négatif ou nul.
Cest a dire |(z, y)|? < (x,2)(y, y). O

Corollaire 6.3.3. Soit (E, (-,-,)) un espace préhilbertien alors ||z|| = /(x,x) est une norme sur E.

Démonstration. Notons tout d’abord que (z,z) > 0 si bien que la racine est correctement définie, en
particulier ||z|| € Ry. On vérifie les trois axiomes d’une norme :

— Soit A € K, [|Az|| = \/(Az, Ax) = \/ A\ (@, 2) = |A|||z].

— Soit z € E, ||z|| = 0 si et seulement si (z,z) = 0 si et seulement si x = 0.
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— Enfin, pour tout z,y € E :

x4y, x+y) = (x,2) + {y,y) +(x,y) + (z,9) <{(z,2) + {y,9) + 2/{z, )]

< (\/ (z,2) + <y7y>)2-

O
Proposition 6.3.4 (Identité du parallélogramme). Soient x,y € E préhilbertien, alors
2 2
T+y T—Yy 1 9 9
] =2 Gl + 1)
Démonstration. Exercice. O

Définition 6.3.5. Un espace préhilbertien complet pour la norme issue du produit scalaire est appelé
espace de Hilbert.

Ezemple 26. On munit Li(Rd), 'espace des fonctions de carré intégrable sur R muni d’une mesure ,
du produit scalaire

(9) = [ S@a@ntdn),  f.g € LR,
R
La norme associée est la norme L? usuelle et, muni de cette norme, on sait que Li(Rd) est complet.
Ainsi, muni du produit scalaire défini ci-dessus, c¢’est un espace de Hilbert.

Définition 6.3.6. Si E est un espace préhilbertien, alors z est dit orthogonal a y et on note x L y si
(z,y) = 0. Si A est une partie de £, 'orthogonal de A noté AL est défini par

At ={zcE:VWyecA zly}
Proposition 6.3.7. 1. Si AC B C FE alors B+ c A*+;
2. At est un s.e.v. fermé de E ;

Démonstration. 1. Soit = € B*+. Alors pour tout y € B, (x,y) = 0. Or A C B donc pour tout y € A,
(z,y) = 0. Ainsi, B+ C A+,

2. On observe AL = Nyealz € E: (z,y) = 0}. Or, pour tout y € E, 'application x — (z,y) est

continue. Par conséquent, {z € E : (z,y) = 0} est un fermé comme I'image réciproque de {0} par

une application continue. Dol A+ est fermé.
O

Théoréme 6.3.8 (Théoréme de Pythagore). Soient z,y € E tels que x L y, alors |x+y|? = ||z +]|y||*.

Ezemple 27. Dans Li([O, 27]%) ol p est une probabilité, les fonctions e, : x — ¢*%) 2 € Z?, sont deux
a deux orthogonales.

Démonstration. Soient x,y € E tels que x L y alors
lz +ylI* = (@ +y,2 +y) = (z,2) + {y,9) + 2z, ) = l|=[* + [ly[|*
O

Définition 6.3.9. Soit (E, || - ||) un espace vectoriel normé. Une partie C C E est dite convexe si pour
tout z,y € C le segment [z,y] = {tx + (1 —t)y : t € [0,1]} est inclue dans C.

Ezemple 28. Dans un espace vectoriel normé, les boules ouvertes, les boules fermés, les sous-espace
vectoriels sont convexes.

Théoréme 6.3.10 (Projection sur un convexe). Soient (E,(-,-)) un espace de Hilbert et C un sous-
ensemble convexe fermé non vide de E. Alors, pour tout x € FE, il existe un unique y € C tel que
|z —y| = d(x,C). On note Po(x) =y le projeté de x sur C. Le projeté Po(x) est aussi l'unique élément
y € C tel que

Re (x —y,z—y) <0, VzeCl.

Le projecteur Po est 1-lipschitzien
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Démonstration. On commence par 'existence. Soit z € E, on choisit une suite (yn)n>0 d’éléments de
C telle que ||z — y,|| converge vers d(x,C) = § et plus précisément 62 < ||z — y,[|? < 62 + 1/n. Alors
(Yn)n>0 est une suite de Cauchy. En effet, par I'identité du parallélogramme,

2

2
Xr — xr — T — T — 1
2yn * 2ymH * 2y" h 2ym = 5 (||x_yn||2+||x_ym||2)7
et donc
Yn T Y
Iy = ymnl® =2 | = — > + oz = ym]? | =4l = =717
—_— —
<8241/n <5241/m '—v—’>62

Puisque C est un fermé dans un espace complet, il est complet et cela assure l'existence d’un élément
y € C tel que y, — y. De plus, ||z — y|| = § = d(z,C) par continuité.

Pour l'unicité, on suppose qu'’il existe y # z vérifiant Pégalité ||z — y|| = ||z — z|| = d(z,C). En
remplagant, v, et y,, par y et z dans le calcul précédant, on constate que

y+z
ly = 201> = 2([l =yl + [l — 2||*) — 4|2 — TII2 <0,

et z =uy.
On peut donc poser y = Po(x). Montrons que pour tout z € C, Re (x —y,z —y) < 0. Soit z € C et
t € (0,1], par convexité, (1 —t)y + tz € C et done, puisque ¢t € R

0< lz—yl* < o= [A -ty +t2]]* = [I(z —y) = t(z = y)|* = ll= —y[|* = 2tRe (& —y, z —y) + *|ly — 2]|*.

11 vient, pour tout ¢ € (0, 1],
2tRe (z —y,z —y) < |l — 2|,

d’ot le résultat.
Réciproquement, si y € C vérifie, pour tout z € C, Re{z — y, z — y) < 0, alors pour tout z € C

o —2? = ll(z —y) = (z = 9)|I* = |z —y|> = 2Re (z —y,z —y) + [z = y[|* > [l — y[*.
Reste a montrer que Pg est 1-lipschitzien. Soient x,y € E alors
Re (z —y, Pc(2) — Pc(y)) = Re ((z — Po()) + (Po(z) — Po(y)) + (Pe(y) — y), Po(z) — Po(y))

= Re (z — Pc(z), Po(z) — Po(y)) + || Po(z) — Po(y)|)? (6.2)
+Re (Po(y) —y, Po(x) — Poly)) > ||Po(z) — Po(y)|?,

en utilisant la caractérisation du projeté démontrée au dessus impliquant que le premier et troisieme
termes sont négatifs. L'inégalité de Cauchy-Schwarz appliqué au membre de gauche de (6.2) implique

1Po(z) — Po(y)l* < Re (z —y, Po(z) — Po(y)) < llo = ylll|Pce(z) — Pe(y)ll. (6.3)

De deux choses 'une, ou bien Po(x) = Po(y) et 0 = ||[Pe(z) — Po(y)|| < ||z — y|| quoiqu’il arrive; ou
bien Pc(z) # Pc(y) et en simplifiant (6.3) on obtient ||Po(z) — Po(y)|| < ||z — yl|.
O

Remarque 51. Si E est seulement préhilbertien, le résultat reste valable si C' est complet pour la norme
induite par le produit scalaire.

Théoréme 6.3.11 (Projeté sur un s.e.v. fermé). Soit F' un s.e.v. fermé d’un espace de Hilbert E. Alors
le projecteur Pr est linéaire et si x € E, Pp(x) est l'unique élément y € F tel que v —y € F*.

Démonstration. Par le théoréme 6.3.10, Pp(z) est I'unique élément y € E tel que

yeF yeF
Re (x —y,z—y) <0 VzeF Re (zx —y,A2) <0 VzeF VieC

84



car z —y € F. Or si Re Ma — y,2) < 0 pour tout A € C alors pour A = (z —y, z), on obtient que
[z —y,2)|?> <0 don (z—y,z)=0.

1l reste & montrer que Pg est linéaire : soient 1,29 € E et A € K. Notons y; = Pr(z1) € F et
ya = Pr(x2) € F. Or

(1 + Ax2) — (Y1 + Ay2) = (21 — y1) +A (22 — ¥2) - (6.4)
—— ——
er+ crt

Ainsi 31 + Ayo est un élément de F tel que (z1 + A\x2) — (y1 + A\yo) € F*, par unicité du projeté,
Y1 + Ay2 = Pp(z1 + A\xa). Ceci montre que Pp(x1) + APp(x2) = Pp(x1 + Axa). O

Corollaire 6.3.12. 1. Tout s.ev. fermé F de E admet un supplémentaire orthogonal, i.e. E =
F @ F* et lidentité satisfait I = Pr + (I — Pr) avec Pp(I — Pp) = (I — Pp)Pp = 0 et P le
projecteur linaire sur F' ;

2. Pour tout s.ev. F de E, E=F @ F* ;
3. Un s.e.v. F est dense dans E si et seulement si F+ = {0} ;

4. Pour tout s.ev. F de E, (FY)t =F.

Ezemple 29. Le s.e.v. F = {e, : n € Z*} C LZ([0,27]%) est dense. C’est donc une base orthonormée.
L’analyse de Fourier dans le contexte L2 consiste en fait & décomposé les fonctions le long d’une base
orthonormée. En exercice, on pourra retrouver le théoreme de Parseval qui est une extension du théoreme
de Pythagore. Attention toutefois, les convergences des séries ont lieu dans L? et ne préjuge en rien de
la convergence dans des topologies autres (convergence simple par exemple).

Démonstration. 1. II est immédiat par le théoreme 6.3.11 que
x = Pp(z)+z— Pp(z). (6.5)
—— —\—
EF EFL

De plus, si z € FN FL alors 1 x donc (z,7) = 0 d’ott = 0. Ceci montre que E = F @ F*.
L’équation (6.5) implique que I = Pr + (I — Pr) et de plus que Im Pp = F et Im (I — Pp) = F+
d’ou PF(prp) = (I*PF)PF =0.

2. On applique le point précédent & F en remarquant que (F)+ = F* par la proposition 6.3.7.

3. Le s.e.v. F est dense dans F si et seulement si E = F si et seulement si F'+ = {0}.

4. Soient x* € F et y € F+ alors (z,y) = 0 donc x € (F1)* par définition et F C (F+)*. Par la
proposition 6.3.7, (F+)* est fermé ainsi W = (F1)* est un espace de Hilbert pour le produit
hermitien restreint & W. L’orthogonale de V dans W est VANW = VN (VL)L = {0}. Autrement
dit, V est dense dans W, i.e. V = (V4)L.

O

Remarque 52. Tous ces résultat restent valides dans un espace E préhilbertien pour autant que F est
complet.

6.3.2 Lemme de Fréchet-Riesz

Définition 6.3.13. Soit E un K-espace vectoriel. Une forme linéaire est une application linéaire de F
dans K. Si F est muni d’'une norme, une forme linéaire sur F est dite continue si elle est continue de
(£, - 1) dans (K, |- ).

Théoréeme 6.3.14 (Lemme de Fréchet-Riesz). Soient (E,{-,-)) un espace de Hilbert et ¢ une forme
linéaire continue sur E. Alors il existe un unique y € E tel que ¢(x) = (x,y) pour tout © € E. De
plus, |9l cex) = llYllE. Autrement dit, Uapplication qui a y € E associe la forme linéaire continue
E >z — (x,y) € K est une isométrie surjective — une isométrie est en effet toujours injective.

Démonstration. Notons ¢, = (-,y). Cette application est linéaire continue et plus précisément, pour tout
x € B, |py()] < |lz|llyll et oy(y) = [ly[|*. On en déduit [|¢,[| = ||y[|. Ceci montre que y — ¢, est une
isométrie, reste a montrer qu’elle est surjective.
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Considérons ¢ une forme linéaire continue. Si ¢ = 0, alors y = 0 convient (et c’est la seule!).
Supposons donc ¢ # 0. Par continuité, Ker ¢ = ¢~1({0}) est un s.e.v. fermé et par le théoréeme du
rang (infini dimensionnel) il est de codimension 1. Ainsi, nous avons la décomposition en somme directe
E = Ker ¢@(Ker ¢)*. Puisque ¢ # 0, il existe e € (Ker ¢)* non nul et de norme 1. On pose y = ¢(e)e # 0.
Puis pour z € E et x¢ + x1 sa décomposition en somme directe. Alors

— ¢(x0) = 0= (x0,y) = ¢y(x0),
— ¢y(e) = (e,y) = (e, p(e)e) = ¢(e)|le]|®> = ¢(e), et donc ¢, (z1) = ¢(x1) car z1 € (Ker ¢)L qui est

de dimension 1.
Finalement, pour tout « € E, ¢, (z) = ¢(z). O

6.3.3 Théoreme de Radon-Nikodym, cas des mesures positives
On commence par rappeler la définition d’une mesure a densité.

Définition 6.3.15 (Mesure a densité). Soit (X, X, u) un espace mesuré. Une mesure v sur (X, X) est &
densité par rapport & p 8'il existe f : X — [0, co] mesurable telle que v(A) = [14f dp pour tout A € X.
On appelle f la densité de v par rapport a u. On note v = f -y ou dv = fdu.

Définition 6.3.16 (Mesure absolument continue). Soient (X,X) un espace mesurable et p,r deux
mesures sur (X, X). On dit que v est absolument continue par rapport & p si pour tout A € X, u(A) =0
implique v(A) = 0. On note v < p.

Proposition 6.3.17. Soit (X, X, n) un espace mesuré. Si v est une mesure sur (X, X) a densité par
rapport a p, alors v est absolument continue par rapport a i

Démonstration. 1l existe f : X — [0, 00] mesurable telle que v = f - u. Soit A € X tel que u(A) = 0.
Ainsi 14 = 0 p-presque partout, d’ou 14 f = 0 p-presque partout. Donc,

V(A):/lAfdu:O = V<UL

O

Le théoreme de Radon-Nikodym établit la réciproque : si v < p alors v est a densité par rapport a p.
Théoréme 6.3.18 (Radon-Nikodym). Soit (X, X, u) un espace mesuré. On suppose que u est o-finie.
Soit v une mesure sur (X, X), alors les assertions suivantes sont équivalentes :

1. v est finie et est absolument continue par rapport a p ;

2. v est a densité intégrable par rapport a u, c’est a dire qu’il existe f € L(u) positive telle que

A) = f 1af du.

De plus f est unique, on lappelle dérivée de Radon-Nikodym de v par rapport d p, on la note f = dv/du.
Démonstration. Si on suppose que v est a densité f positive et intégrable par rapport a p alors v est
clairement finie et est absolument continue par la proposition précédente

En ce qui concerne 'unicité de la densité, si g est une densité de v par rapport a u, on pose A, =
{f > g+ 1/n} et il vient par I'inégalité de Markov que

:/Anfdu=/Angdu — 0= [ (=g duz A/

n

D’ou p(A,) =0 et p(Up>145) = 0 si bien que f < g p-p.p.. De la méme maniére, on montre que g > f
u-p.p.. Enfin, f = g dans L!(p).
Soit p = v+ u, c’est a dire, p(A) = v(A) + p(A) pour tout A € X. Alors p est o-finie et pour tout f

mesurable positive
[ao=[favs [1an

De plus, f € LP(p) si et seulement si f € LP(v) N LP(u). Enfin, comme p(A) = 0 si et seulement si
v(A) = p(A) =0, il vient que f € LP(p) si et seulement si f € Lp( YN LP(w).
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Etape 1 : Lemme de Riesz-Fisher
Soit g € L2(p), alors g € L?(v) puis par I'inégalité de Cauchy-Schwartz et le fait que v soit finie

/ 9] dv < llgll2v/(X).

On peut donc définir I'application T : L%(p) — R définie par Tg = [ g dv. C’est une forme linéaire
continue (sa norme est /v(X)). D’apres le lemme de Riesz-Fisher, il existe un unique ¢ € L?(p) tel que

pour tout g € L?(p) :
T(g)=/ng=/g¢dp=/g¢dV+/g¢du-

Remarquons que la fonction ¢ est nulle si et seulement si v = 0, mais dans ce cas le résultat est évident.
Heuristiquement, en posant g = 14(1 —¢)~! on a

= [t [t i

Il s’agit de justifier cette heuristique.

Etape 2 : Bornes sur ¢

1. Montrons que ¢ > 0 p-p.p. et donc v-p.p.. Soit (E,),>0 € XN une suite croissante d’ensembles
tels que p(E,) < oo et X = U,>0E,, puis notons B,, = {¢ < 0} N E,,. Clairement, g = 1p, €
L2(u) NL%(v) et donc g € L2(p). La représentation de Riesz-Fisher donne

/1Bn(1—¢) dy:/13n¢> dp.

On remarque que l'intégrande a gauche est positive alors que celle de droite est négative si bien
que les deux intégrales doivent étre nulles. Ainsi :

15,6 =0,u—p.p. et 1p (1—¢)=0,v—Dp.p.

Or par définition de By, 15,6 < 0et 15, (1—¢) > 1 partout. En particulier, il vient que u(B,) =0
et v(B,) = 0. Ceci montre que ¢ > 0 p-p.p. et v-p.p.. De plus, la positivité de ¢ v-p.p. ne requiert
pas d’hypotheses particulieres.

2. Montrons que ¢ < 1 p-p.p. et v-p.p.. Cette fois-ci, on pose
C,={¢p>1}NE,,

et on obtient par la représentation de Riesz-Fisher

/1%(1,@ dv = /1cn¢> dy.

La-encore, l'intégrande a gauche est négative alors que celle de droite est positive. On en déduit
0=1¢,¢ > 1¢, p-p.p. donc p(Cy) = 0. En particulier, puisque v < p, on a aussi v(Cy,) = 0.
Contrairement au point précédent, I’hypothese d’absolue continuité est essentielle, c’est ici qu’elle
apparait.

Quitte & modifier ¢ sur un ensemble p-négligeable, on peut considérer que ¢(x) € [0,1) pour tout z € X.
On pose alors f = ¢/(1 — ¢) qui est mesurable positive.

Etape 3 : Montrons que dv = f du. Pour cela, on utilise a nouveau 1’égalité provenant de la représen-
tation de Riesz-Fisher pour tout g € L2(p)

Jo=o)dv= [ g0 an (6.6)

Soit A € X tel que u(A) < 0o et posons g = 14. Alors g € L?(p) et
/1A(1—¢) dz/:/lAng dp. (6.7)
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Si u(A) = oo, on pose A, = AN E,, et par convergence monotone 1’égalité (6.7) est toujours vérifiée,
éventuellement dans R .

Ce qui est vrai pour les indicatrices reste vraie pour les fonctions étagées positives en utilisant la
linéaire de l'intégrale pour les fonctions positives. C’est également vrai pour les fonctions mesurables
positives en utilisant le théoréme de convergence monotone. Ainsi, I’égalité 6.6 déduite du lemme de
Riesz-Fisher est satisfaite pour toute fonction g mesurable positive. En particulier, pour tout 4 € X, la
fonction g = 14/(1 — ¢) est mesurable positive et on obtient

/11_’4¢(1—¢)dy:/1A1i5¢

Comme v est supposée finie, la fonction f est intégrable positive. O

V(A) = /1Af dy.

Définition 6.3.19 (Mesures étrangeres). Deux mesures p et v sont dites étrangeres s’il existe un en-
semble E € X tel que u(EL) + v(E) = 0. On dit que p est concentrée sur E et v sur EC.

6.3.4 Théoreme de Radon-Nikodym, cas des mesures signées

Définition 6.3.20 (Mesure signée). Soit (X, X’) un espace mesurable. Une mesure signée y est une
application o-additive de X dans R, i.e. pour toute suite (A,,),>0 d’ensembles mesurables deux & deux

disjoints, p(Un>04n) = 3,50 #(4n).
Si p est une mesure signée, on peut lui associer sa variation totale, notée ||, définie pour tout A € X

(A) =supd S (B iAj=ENE =0, |JE, =4

n>0 n>0

Remarque 53. Une mesure signée p vérifie en particulier, par définition, u(X) < oco. Il n’est de méme
pas nécessaire de supposer u(f)) = 0 pour les mesures signées. En effet, ) = U,,>of) qui est une réunion
d’ensembles deux & deux disjoints. Si p(0) # 0, on aurait y_ -, u(#) = oo ce qui est exclu.

Proposition 6.3.21. Soit p une mesure signée sur un espace mesurable (X, X). Alors,
1. |u| est une mesure positive,
2. || est une mesure finie,
3. Pour tout A € X, |u(A)| < |ul(A).
Démonstration. 1. Suivant la remarque précédente, nous avons déja que p(@) = 0 d’ou il vient
facilement que |u|() = 0. Soit (A;),>0 une famille d’ensembles mesurables deux & deux disjoints.
On note A = U,>0A, et on se donne une partition (Ej)r>o de A. On remarque que Ej =

Un>0E% N A, qui est une réunion disjointe. C’est & dire (Ex N A,,)n>0 est une partition de Ej
pour tout £ > 0. D’ou

Z lu(Ey)| = Z
k>0 k>0
22

Z,u EkﬂA
n>0

> (An N Eg)| < [pl(An),

IN

en intervertissant les sommes et en remarquant que (Ej N Ay,)g>0 est une partition de A,,. Donc,

lul(A) < 32,50 [1I(An).
Réciproquement, on considére pour tout n > 0 une partition (E, x)r>0 de A,. Manifestement,
(En k)n,k>0 est une partition de A. Donc,

S IE ) = D (1(EBai)l < |ul(A).

n>0 \ k>0 k,n>0

En passant a la borne supérieure pour tout n > 0, on obtient I'inégalité inverse.

88



2. Ce deuxieme résultat nécessite deux lemmes.
Lemme 6.3.22. Pour x1,...,zny € R, on pose S = Zgzl |zk|. Alors il existe I C {1,2,...,N}

tel que
>

i€l

> S/2.

Démonstration. Immédiat. O

Lemme 6.3.23. Si E € X est tel que |u|(E) = oo alors il existe une partition de E en deux
ensembles mesurables A et B tels que |u(A)| > 1 et |u|(B) = co.

Démonstration. Nous avons pu(E) € R et donc |u(F)| < oo. Posons M = 2(1 + |u(E)]). Si
|u|(E) = oo alors il existe Eq, Es, ..., En disjoints et contenu dans F tels que

S u(E)| = M.
k=1

Par le lemme 6.3.22; il existe I C {1,..., N} tel que

ZN(Ek)

kel

> M/2.

On pose alors A = Ui Fg, et nous avons

(A =

> u(Ey)

kel

> M/2 > 1.

D’autre part, en posant B = E \ A, on obtient pu(E) = pu(A) 4+ p(B) et donc |u(B)| > |u(E)| —
|u(A)| > M/2 — |u(E)| = 1. De plus, |u| est o-additive donc

oo = [ul(E) = |p|(A) + |ul(B),

d’ott |p|(A) = o0 ou |u|(B) = oo. Clest le résultat du lemme quitte & modifier le role de A et
B. O

Si |p|(X) = oo, on construit par récurrence grace au lemme 6.3.23 une suite (4,),>0 d’ensembles
mesurables deux & deux disjoints tel que |u(A4,)| > 1 pour tout n > 0. Or

oA =p|JAn| R

n>0 n>0

est une série convergente, donc u(A,,) tend vers 0 quand n tend vers Uinfini. C’est une contradic-
tion.

3. Ce point est immédiat en remarquant que {A,D,0,...} est une partition de A donc vérifie en
particulier |u(A)| < |u|(A).
O

Si p est une mesure signée sur un espace mesurable (X, X) alors, en posant,

= ul+p = lul—p

2 2

on vérifie que p = put — p~. De plus, u+ et u~ sont des mesures positives.

Théoréme 6.3.24 (Décomposition de Hahn). Si i est une mesure signée sur (X, X), alors il existe une
partition de X en deux ensembles N et P tels que
— pour tout A C P mesurable, u(A) > 0,
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— et pour tout B C N mesurable, p1(B) < 0.
De plus, u* et u= sont caractérisées par u*(-) = u(- N P) et p= = —u(- N N). En particulier, u* et p~
sont étrangeres.

Démonstration. Admis. O

Théoréme 6.3.25 (Théoreme de Radon-Nikodym). Soit (X, X, 1) un espace mesuré avec p une mesure
positive o-finie. Soit v une mesure signée sur (X, X), alors les assertions suivantes sont équivalentes.
1. v est absolument continue par rapport a p ;
2. v est a densité intégrable par rapport a p, i.e. il existe une unique f € L1 (u) telle que v(A) =
J1af du pour tout A € X.

Démonstration. Si v est a densité intégrable alors v est absolument continue par rapport pu, c’est
immédiat.

Réciproquement, supposons v est absolument continue par rapport & p, et commencons par montrer
que |v| est absolument continue par rapport a p. En effet, soit A € X' tel que u(A) = 0 et soit (Ep)n>0
une partition de A. Pour tout n > 0, E,, C A donc u(E,) = 0 et donc v(E,) = 0. Puis,

Y W(E) =0 = [v(4)=0.
n>0

Les mesures v et v~ sont donc aussi absolument continue par rapport & u. Elles sont également finies.
On applique donc le théoreme de Radon-Nikodym pour les mesures positives qui nous assure ’existence
de deux fonctions fT et f~ positives intégrables telles que dvt = f* dp. Ainsi, f = fT — f~ € L*(p)
et par linéarité de 'intégrale pour les fonctions intégrables, on obtient dv = fdu. O

Définition 6.3.26. On note M(X, X, R) = {u mesures signées sur (X, X)}. C’est un R-espace vectoriel.
On peut le munir de la norme de la variation totale définie par ||u|lvr = |p|(X).

Théoreéme 6.3.27 (Cohn). L’espace vectoriel normé (M(X, X, R), | - |lvr) est un espace de Banach.

Remarque 54. Les mesures signées apparaissent comme une généralisation naturelle des mesures positives.
Nous ne I'avons pas évoqué ici, mais il existe également une notion de mesure a valeurs complexes. Ces
deux généralisations, bien qu’utile en théorie de la mesure, ne sont plus interprétables en termes de
mesure d’aire ou de volume.

6.4 Approximation dans les espaces L?, p € [1,00)
L’espaces L™ est particulierement gros et possede peu de bonnes propriétés. C’est le cas notamment
en théorie de 'approximation : hormis le paragraphe 6.4.1, les autres ne concernent que le cas p fini.

Lemme 6.4.1. Si (fn)n>0 €t (gn)n>0 converge respectivement vers f et g dans LE (1) et que (A\y)n>0
converge vers X, alors (A fn, + gn)n>0 converge dans Li (p) vers Af + g.

Démonstration. Le lemme se déduit de 1'inégalité suivante

H)‘f"i_g_)\nfn_gnnp = H)‘f_)‘nf"'_)\nf'*'g_)\nfn_gn”P S ‘)‘_)‘nlllpr—i_|)‘7l|||f_fn||+||g_g7l||17
O

6.4.1 Approximation par des fonctions étagées mesurables

Proposition 6.4.2. L’espace vectoriel des fonctions étagées intégrables est dense dans l'espace Li (i)
pour la norme || - ||, p € [1,00].

Démonstration. Soit f € LE(u). Si f est a valeurs dans K, on a la décomposition f = Re f* —Re f~ +
ilm fT —ilm f~. Aussi, on peut supposer f positive sans perte de généralité.

On sait qu’il existe une suite (fy,)n>0 monotone croissante de fonctions étagées positives vérifiant
0 < f, < f pour tout n > 0 et lim,, o fr, = f p-presque partout. Alors |f — f,|P converge vers 0 pu-
presque partout et |f — f,|P < 2fP. Par le théoréme de convergence dominée, on obtient le résultat. [

Remarquons enfin que, si ¢ est étagée, ¢ est intégrable si et seulement si ¢P est intégrable si et
seulement p({¢ # 0}) < co.
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6.4.2 Approximation par des fonctions continues a support compact

Comme annoncé, on se restreint ici aux espaces LP avec p fini. Dans cette partie, sauf mention
contraire, on suppose de plus que (X, d) est un espace métrique et (X, X, u) est un espace mesuré ol
X = B(X) est la tribu borélienne. Les théorémes ci-dessous s’appliquent typiquement pour (R?, B(R?), \).

Définition 6.4.3 (Fonctions en escalier). Une fonction mesurable sur X est dite en escalier si il existe
des ouverts O;, ¢ = 1,...,n, deux a deux disjoints et des a; € K, i =1,...,n tels que

n
f = Zailoi.
i=1

Le support (topologique) d’une fonction f est 'adhérence de l’ensemble {f # 0}, on note supp f =
{f#0}

Proposition 6.4.4. Soient (X, T) un espace topologique et p une mesure extérieurement réguliére sur
(X, B(X)). Alors les fonctions en escaliers intégrables sont denses dans LP(u), p € [1,00).

Démonstration. Les fonctions en escaliers sont évidemment mesurables et dans LP(u) si et seulement si
elles sont intégrables.

Soit A € B(X) tel que 14 € LP(u) (i.e. u(A) < 00). Par régularité de la mesure p, on peut trouver
une suite (O,,)n>0 contenant A tel que u(O,,) tende vers u(A). En particulier, pour tout n assez grand,
w(0y,) < 0o et donc 1p,, € LP(p). Puis, on calcule

14— 10,5 = p(On) — u(A) = 0, quand n — oo.
O

Remarque 55. La preuve met en évidence I'obstruction pour le cas p = oo. Puisque ||1o, — 1allec = 1
sauf si u(O, \ A) = 0 & partir d’un certain rang, c’est & dire A est, & ensemble de mesure nulle pres,
ouvert.

Proposition 6.4.5. Soient (X, d) un espace métrique et p est une mesure sur (X, B(X)). On suppose
qu’il existe une suite croissante (K, )n>0 de compacts de p-mesure finie telle que X = U, >¢lnt K,,. Alors
w est une mesure de Borel réguliere et les fonctions en escaliers a support compact sont denses dans
LP(p), p € [1,00).

Démonstration. La régularité de p provient du théoreme 2.2.36. Soit K un compact, alors on peut extraire
du recouvrement d’ouvert (Int K,,),>¢ un sous-recouvrement fini. Il existe donc ng tel que K C K, et
u(K) < 0o, c’est une mesure de Borel.

Soit O un ouvert tel que p(O) < oo, on pose O,, = O N Int K, alors par continuité a gauche p(O,,)
converge vers 1(O) et donc 1¢, converge vers 1o dans L?(u). De plus, O,, C K,,. Le résultat découle du
lemme 6.4.1 et de la proposition 6.4.4 O

Proposition 6.4.6. Soient (X,d) un espace métrique et p est une mesure sur (X, B(X)). On suppose
qu’il existe une suite croissante (K,)n>0 de compacts de p-mesure finie telle que X = U, >¢lnt K,,. Alors
u est une mesure de Borel réguliére et les fonctions continues a support compact sont denses dans LP(u),
p € [1,00).

Démonstration. Du fait de la proposition 6.4.5 et le lemme 6.4.1, on doit montrer que pour tout O ouvert
de X relativement compact, 1o € LE (1) est limite dans L? de fonctions continues & support compact. Si
O est vide, alors la suite de fonctions constante égale a la fonction nulle convient. Supposons donc O non
vide relativement compact, alors la régularité de p implique pour tout € > 0 I'existence d’un compact
K C O tel que p(O\ K) < e. On pose

d(z,00)

veeX @)= ot dw K

C’est une fonction qui vaut 1 sur K et 0 sur OC elle est & support dans O qui est compact. La fonction f.
est continue. En effet, pour toute partie A C X non vide, z — d(z, A) est continue (méme lipschitzienne)
et d(z,0%) + d(z,K) = 0 si et seulement si 2 € O° N K = § puisque K et O sont fermés. Enfin,
[fe = 1ollp < w(O\K) <e. O

91



Remarque 56. Les hypotheses des propositions 6.4.5 et 6.4.6 sont satisfaites si (X,d) est un espace
métrique séparable et 1 une mesure o-finie sur B(X) d’aprés la démonstration du théoréme 2.2.39.

Remarque 57. 11 pourrait sembler de prime abord que la métrisabilité de l'espace est essentielle pour
exhiber la fonction f.. En fait ’existence d’une telle fonction est assurée dans un cadre plus général.

Lemme 6.4.7. Soit (X, T) un espace topologique séparé localement compact. Pour tout ouvert U et tout
compact K C U, il existe une fonction continue f : X — [0,1] tel que

Vee K, f(z)=1 et YoecUL, f(z)=0.

Proposition 6.4.8. Soient (X, T) un espace topologique séparé localement compact et u une mesure sur
B(X) réguliére extérieurement. Alors Uespaces des fonctions continues intégrables est dense dans LP(1).

Démonstration. C’est une conséquence des lemmes 6.4.1 et 6.4.7 ainsi que de la proposition 6.4.4 O

Ezercice 24. Soient (X, d) un espace métrique et p une mesure sur B(X) extérieurement réguliere. Montrer
que pour tout p € [1,00) Pespace des fonctions Lipschitz bornées et intégrables est dense dans LP(u).

Ezercice 25. En utilisant la proposition 6.4.4, montrer que si (X, d) un espace métrique séparable et u
une mesure extérieurement réguliere, alors 'espace LP(X, i) est séparable.

Proposition 6.4.9. Soit (X, X, u) un espace mesuré. On définit Uapplication p : X x X — Ry pour
A,B € X par p(A, B) = u(AAB). Muni de p, l’ensemble X est un espace métrique. La tribu X est dite
séparable si U'espace métrique (X, p) est lui-méme séparable. Une tribu X est séparable si et seulement si
il existe une famille (By)n>0 € XN telle que X = o(By,),.

Proposition 6.4.10. Soit (X, X, pu) un espace mesuré. Si la tribu X est séparable alors, pour tout
p € [0,00), lespace LP(X, X, u) est séparable.

Ezercice 26. Montrer que ces résultats sont faux pour p = co.

6.4.3 Convolution
Définition et propriétés élémentaires

Dans cette partie, on se place exclusivement sur (R%, B(R?), \s). La convolution se généralise tres
bien aux groupes topologiques localement compact, mais cela nous emmenerait trop loin par rapport a
I'objectif de ce cours. Dans tout ce qui suit, on utilise effectivement de maniére crucial la structure de
groupe additif de R? ainsi que Iinvariance par translation de la mesure de Lebesgue (que 'on appelle
mesure de Haar pour les groupes topologiques localement compact).

On se permettra de noter plus simplement I'espace L?(R%, \;) par L”.

Proposition 6.4.11. Soient f,g € L. La fonction ¢ : © — [, f(x —y)g(y) dy est définie p-presque
partout, mesurable et intégrable par rapport ¢ Ag. De plus, ||o|l1 < ||fll1]lg]l1-

La fonction ¢ s’appelle la convolée de f et g et est notée f * g.

Démonstration. On pose 1(z,y) = f(z—1y)g(y). La fonction v est mesurable sur R x R%. Puis on calcule
en utilisant Tonelli puis 'invariance par translation de Ay

[ 10t dody = [ 1f@ = )llgtw)] dady

= sl ([ 15wl as) @
=/|f<x>\ dw/\g@/)\ dy = |f1llglh < o.

Ainsi 1 est intégrable et le théoréme de Fubini implique que  — ¢(x) est mesurable et intégrable. Puis
par un calcul treés similaire on obtient la majoration de ||¢||1. O

On définit ainsi une loi de composition interne sur L' qui a (f,g) € L' x L associe le produit de
convolution f * g € L.
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Proposition 6.4.12. Le produit de convolution est commutatif, associatif, distributif par rapport a
laddition et homogene par multiplication par un scalaire. Il n’admet pas d’éléments neutre.

L’espace L!(+, %) une algeébre de Banach sans unité.

Démonstration. On commence par la commutativité. Soient f, g € L', alors
frg@) = [ fe o) dy= [ fwgla - ) du=g+ f(o)

en faisant le changement de variable affine y = z — u. Cette égalité est satisfaite pour tout z € R? pour
lequel g * f et f % g sont définies, c’est & dire pour presque tout z € R?,

La distributivité et ’homogénéité refletent la linéarité de 'intégrale. Pour ’associativité, on utilise le
théoréme de Fubini : soient f,g,h € L! et calculons, d’une part,

[(f *g) % h] (2) = / (f % 9)(x — y)h(y) dy

= [ (] st v= 210021 a=) i)
= [ [ 1=y = 29(2ht0) dya:
et d’autre part
£ (gem) @) = [ 1o = wgh(y) dy
- /f(a: —w) /g(u — 0)h(v) dvdu
- /f(x — w)g(u — v)h(v) dudv.

On conclut en effectuant dans la deuxiéme expression, le changement de variable affine u = y + z et
v=1y.

On termine la proposition en montrant qu’il n’existe pas d’élément neutre pour le produit de convo-
lution. Pour cela, supposons au contraire qu’il existe g € L! tel que pour tout f € L' on ait g* f = f.
Pour n € N, on définit f, par f,(z) = e~mllzl”  Les fonctions fn sont continues et dans L'. Le produit
de convolution entre f, est g est donné par

foxg(z) = /e’””x’ng(y) dy.

L’intégrande est continue en tout € R? et est bornée en valeur absolue par y — |g(y)| qui est intégrable.
Ainsi, f,, * g est continue sur R%.

D’autre part, f,, * g = f,, presque partout, mais en fait partout par continuité. Donc, en particulier,
fn(0) = frn % g(0) c’est & dire

1= /g(y)e—nuyu? dy.

Puis le théoreme de convergence dominée appliquée a l'intégrale a droite donne la contradiction cherchée.
O

Exercice 27. Deux fonctions continues égales presque partout sont égales.

Approximation de I’identité
Si notre algebre de convolution est sans unité, il existe une notion d’approximation de 'unité.

Définition 6.4.13 (Approximation de l'identité). Une suite (¢, )n>0 d’éléments de L! est une approxi-
mation de I'unité si

1. pour tout n >0, [ ¢, drg =1;
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2. sup, >0 [ [¢n] dAg < 00, on dit que (¢n)n>0 est bornée dans L' ;
3. pour tout € > 0, lim,,_,o f\lz\|>€ |on| dAg = 0.

Théoréme 6.4.14. Si (¢n)n>0 est une suite d’approzimations de l'unité, alors ¢, * f converge vers f
dans L.

Ezemple 30 (de suite d’approximations de 1'unité). Soit ¢ € L' telle que [ ¢ d\q = 1. Pour tout n > 1,
on définit ¢,, par ¢, (x) = nép(nz). Alors (¢, )n>1 est une suite d’approximation de I'unité. En effet,
— [ ¢n(z) dz = [nip(nz) dz = [ ¢(z) dz =1,
- SuPn21f|¢n| dAg < |91,

— pour tout € > 0,
[ ie@lde= [ jo@)] do—pun 0
||z||>e ||z||>ne

Remarque 58. La convolution d’une fonction par une approximation de I'unité a pour effet de prendre
des moyennes de f localement autour de chaque point z. Cela a pour effet de régulariser la fonction f et
la régularité obtenue est celle de 'approximation de I'unité. Par exemple, dans I’exemple précédent, si
on choisit ¢ infiniment dérivable & support compact, alors f peut étre approchée par f * ¢,, dans L' qui
est également infiniment dérivable & support compact. La convolution permet de montrer de nombreux
résultats de densité dans L'. Néanmoins, rappelons que nous utilisons de maniere crucial la structure de
Rd

Avant de montrer le théoréme, montrons le lemme suivant.

par convergence dominée.

Lemme 6.4.15. Soit p € [1,00). Siy € R? et f € LP, on définit Tyf € LP, la translatée de f, par
T, f(x) = f(z +y). Alors, limy_,q ||7yf — fl|l, = 0.

Démonstration. Supposons d’abord f continue a support compact. Si f(z+y)—f(z) # 0, alors « € supp f
ou z € (supp f) — y. Il existe donc un compact K de R? tel que si ||y|| < 1 alors supp (7,f — f) C K.
Ainsi, si ||y|| < 1, nous avons

1/p
I = Al = ([ 140 = s )
K
Puisque f est continue sur K, f est uniformément continue :

Ve >0, Ine(0,1), [yll<n = VYeekK,|flxr+y) - fly)l<e

Aussi, si [lyl < n, lImf = fllp < (AE)P)H? = AK) Ve,
Maintenant, si f € LP, alors on peut trouver une suite (f,)n,>0 de fonctions continue & support
compact convergeant vers f dans LP. De plus, pour tout n > 0 et tout y € R%, nous avons

|7y f = fllp =Ty f — Ty fn +7yfr — fu + fo = fllp
< ”Tyf - Tyfn”p + T fn — fn”p + 1 fn — f“P
<2f = fallp + Imyfr — fallp-

Soit € > 0, il existe ng > 0 tel que ||f — fn,llp < €/4. D’apres ce qui précede, on peut trouver 1 > 0 tel
que ||y|| < n implique ||7y fr, — fnoll < €/2. Ce qui conclut la preuve du lemme. O

Revenons a la preuve du théoréme.

Démonstration. On cherche & montrer la convergence vers zéro de la quantité (x) = ||¢, * f — f]|1. On
utilise d’abord le fait que [ ¢, (z) dz =1, on obtient

6055 = fl = [ lon s fl@) = Flz) dx/‘/f(wy)%(y)/f(w)cbn(y) dy‘ d.

Des majorations standards ainsi que le théoreme de Tonelli implique
16057 = 111 < [1oal ([ 1m0(@) = £ ) dy < [16allr-f = 7l a.
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Soit € > 0. On écrit 1 = 1)< + 1jy|><- Nous avons alors d'une part, par I'inégalité de Holder

/I i< |on (W1 T—y f — fll1 dy < sup |7y f — fll1 % Sl;po/|¢n(y)| dy=0 ( sup ||y f — f||1> .

llyll<e n lyll<e

D’autre part,

(/“ wm<ynn77yf-fnldyfzznfuljf 160 (v)] dy.
[lyl|>e

lyll>e

Ceci implique que

limsup ||¢pp*x f — fll1 = O ( sup ||Tyf_f||1> .

n—roo lyll<e

Comme € > 0 peut étre choisi arbitrairement petit, cela termine la preuve du théoreme.

Régularisation par convolution

Le théoreme suivant et surtout son corollaire n’est qu'un exemple parmi tant d’autre de 'intérét de
leffet régularisant de la convolution.

Théoréme 6.4.16. On fire k € NU {oo}. Soient g € L! et f € CF(R?), i.e. f est k fois continiment
dérivable et toutes ses dérivées partielles jusqu’a l'ordre k sont bornées. Alors g« f a un sens et g* f €
CF(R?). Pour o € N%, on note 0 = 95 ... 9%, Alors pour tout o € N, |a| < k, 0o (f * g) = (Oaf) * g.

Démonstration. Soient g € Lt et f € CF(R?). Par 'inégalité de Holder, fxg est bien définie. L’application
qui & (z,y) = f(x —y)g(y) est mesurable en y et de classe C* en la variable z. Soit a € N? tel que
la| <k, alors |0, f(x —y)g(y)| = O(|9(y)]), ce qui implique que z — [ f(z —y)g(y) dy est de classe CF.
De plus,

Va e N Jal <k Bag f(a) = [ Ol ~ )o(w) do.
D’ou le résultat. O
Corollaire 6.4.17. Lespaces C°(RY) N LY (ainsi que tous les espaces C*(RY)) est dense dans L.

Exzercice 28. Montrer le corollaire. On pourra utiliser comme fonction de base la fonction ¢ suivante :

b(x) = exp [—W} si|lz|| < 1,

0 sinon.
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Deuxieme partie

Probabilités générales
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Chapitre 7

Variables aléatoires réelles et
vecteurs aléatoires

Dans ce chapitre et les suivants, on se donne un espace probabilisé (2, F, P). Nous allons définir les
notions de variables aléatoires et étudier plus précisément les notions de variables aléatoires réelles et
vecteurs aléatoires.

Le formalisme des probabilités est le méme que celui de la théorie de la mesure : une variable aléatoire
n’est rien d’autre qu'une application mesurable. Toujours en termes de terminologie, en probabilité, les
ensembles mesurables A € F s’appellent traditionnellement des événements.

7.1 Variables aléatoires

Définition 7.1.1 (Variable aléatoire). Soient (2, F,P) un espace probabilisé et (F,E) un espace mesu-
rable. Une variable aléatoire & valeurs dans F est une application mesurable X : (Q, F,P) — (E, ).

Ezemple 31 (Pile ou face). On pose Q = {0,1} muni de la tribu P(Q) et on pose P = 5y + 6. On
pose également E = {p, f} muni de la tribu P(E). Alors I'application X :  — E définie par X(0) = p
et X (1) = f est une variable aléatoire. Elle modélise I'expérience aléatoire du pile ou face.

Ezemple 32 (Le dé a 6 faces). On pose Q = {1,2,...,6}, F = P(f2) et P la mesure uniforme sur . De
méme, on pose (E,&) = (2, F). Alors application X : Q@ — E qui & w €  associe X (w) = w est une
variable aléatoire. Elle modélise I’expérience le lancé d’un dé équilibré.

Une variable aléatoire n’est donc rien de plus qu'une application mesurable entre deux espaces me-
surables. Traditionnellement, on utilise des lettres capitales X Y, Z ... pour désigner de telles variables
aléatoires.

Définition 7.1.2 (Loi d’une variable aléatoire). Soit X une variable aléatoire & valeurs dans E. La
loi de X, notée P x, est la mesure image par X de la probabilité P. Autrement dit, c’est la mesure de
probabilité sur (E, &) définie pour tout A € € par Px(A) = P(X~1(4)).

En termes de notations, on préférera souvent écrire P(X € A) en lieu et place de la notation un peu
lourde P(X~1(A)).

Une grande partie du travail en théorie des probabilités consiste & caractériser la loi d’une variable
aléatoire X, c’est & dire, stricto sensu, renseigner la valeur de P(X € A) € [0,1] pour tout A € &.
Remarquons que si X est & valeurs dans F fini et si & = P(F) alors card & = 2° £ ]I parait alors
vite inenvisageable d’énumérer les valeurs de P(X € A) pour tout A € £. Dans la suite, on explicitera
d’autres méthodes permettant de caractériser la loi de X de maniére plus compacte sans faire cette
énumération fastidieuse. A titre d’illustration, il est clair que dans le cas F fini ci-dessus il est suffisant
de renseigner P(X = k) = P(X € {k}) pour tout k € F puisque si A € P(E), alors

P(XeA):P(Xe U{k}) =Y P(X =k),

keA keA
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du fait de la o-additivité de la mesure P.

Pour I'exemple 31, la loi de X est méme complétement caractérisée par P(X = f) car P(X = p) =
1-P(X =f).

Le choix du triplet probabiliste n’est pas unique mais il n’est pas completement arbitraire non plus. En
particulier, il faut choisir un espace suffisamment gros pour exprimer les variables aléatoires modélisant le
probléme idoine. Par exemple, considérons le probleme du pile ou face. Outre le choix fait dans ’exemple
31, nous aurions pu poser (Q, F,P) = ([0,1], B([0,1]), A) et définir Y : Q@ — FE = {p, f} par

Y(w) = p siw6[0,1/2).
fosiwe[1/2,1]

Remarquons finalement que P(Y = f) =1 - P(Y = p) = A\([0,1/2)) = 1/2. Autrement dit, pour ces
deux choix de triplets probabilistes, les variables aléatoires X et Y ont méme loi.

La proposition suivante, qui découle directement de la définition de la loi d'une variable aléatoire,
donne une fagon de caractériser la loi d’une variable aléatoire.

Proposition 7.1.3. Soient (0, F,P) et (', F',P’) deuz espaces probabilisés et (E,E) un espace me-
surable. Alors deux variables aléatoires X et'Y a valeurs dans E ont méme loi si et seulement si pour
toute fonction borélienne f : (E,E) — R bornée

f(X) dP = fY) dP’.
Q Q'
Remarque 59. En probabilité, on note

E(f(X)) = /Q F(X) dP = /E J(2) Px(de),

ou la seconde inégalité est obtenue par le théoréeme 3.2.6 de transfert.

Démonstration. C’est une condition suffisante car pour A € &, I’égalité appliquée a f = 14 implique
Px(A) =Py (A).
Réciproquement, par hypothese, pour f = 14, a aide du théoréme de transfert, on a

/EIA(Z) Px(dz) = /ElA(z) Py (dz2).

La preuve s’achéve en remarquant que 1’égalité est satisfaite pour les fonctions étagées positives, les
fonctions boréliennes positives et enfin les fonctions boréliennes bornées. O

Remarque 60. On remarque que X et Y peuvent étre définies sur deux espaces probabilisés différents,
ce qui reflete encore une fois I'idée que le choix du triplet probabiliste (€2, F,P) n’est pas unique.

Supposons que Pespace (E, &) soit muni d’une mesure o-finie p telle que Px < p alors le théoréme
6.3 de Radon-Nikodym garantie I’existence d’une fonction f : (F,€) — R mesurable positive telle que

Px(A) =P(X € A) = /1Af dp. (7.1)

Remarquons que Py (E) =1 si bien que [ f du = 1.

Une variable aléatoire X dont la loi Px satisfait 1’équation (7.1) pour une fonction f mesurable
positive et telle que f f dp =1 sera dite a densité de probabilité par rapport a p ou plus simplement a
densité si il n’y a aucune ambiguité. La fonction f sera appelée la densité de X par rapport a p.

Lorsqu’une variable aléatoire X est a densité par rapport a une mesure de référence p fixée, cette
densité caractérise la loi de X.

Proposition 7.1.4. Soient (0, F,P) et (¥, F',P’) deux espaces probabilisés et (E,E, ) un espace me-
suré o-fini. Alors deux variables aléatoires X et Y a valeurs dans E et a densité fx et fy respectivement
par rapport & p ont méme loi, i.e. Px = P4, si et seulement si fx = fy p-p.p..
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Démonstration. C’est évidemment une condition suffisante car pour tout A € £
Px(A) = / fxlA dp, :/ fylA d,u = P/Y(A)
E E

C’est également une condition nécessaire puisque Px = P4,. Ces deux mesures (finies) sont absolument
continue par rapport a p, qui est o-finie, et 'unicité de la densité dans le théoreme de Radon-Nikodym
implique que fx = dPx/du et fy = dP} /du sont égales p-p.p.. O

Remarque 61. Lorsque E est dénombrable (muni de la tribu idoine), la mesure de comptage est une
mesure de référence de choix. Dans ce cas, la proposition ci-dessus dit que X et Y ont méme loi si et
seulement si P(X = z) = P/(Y = ) pour tout x € E.

7.2 Variables aléatoires réelles

On s’intéresse ici aux variables aléatoires a valeurs dans R qui est muni de la tribu borélienne.

Définition 7.2.1. Une variable aléatoire réelle est une application mesurable X de (2, F,P) dans

(R, B(R)).

On se réfere a 'annexe 13.7.2 pour un tableau de quelques lois usuelles.

7.2.1 Intégration des variables aléatoires réelles
Moment d’ordre 1, Moment d’ordre p

Tout ce qui suit est la transposition des définitions de ’analyse fonctionnelle au contexte des variables
aléatoires ainsi que des applications du théoreme de transfert.

Définition 7.2.2. Une v.a.r est dite intégrable si

/\X| dP:/|x| Py (dz) < co.

Définition 7.2.3. Soit X une v.a.r positive ou intégrable. L’espérance de X, notée E(X) est définie par

E(X) :/X dP:/x P (dz).

Soit X une variable aléatoire a valeurs dans N, alors P x est absolument continue par rapport a la
mesure de comptage sur N et

Py =Y P(X = k).
kEN
Ainsi,
E(X) :/XdP:Zk P(X = k).
Q E>0
Si X est une variable de densité f par rapport a la mesure de Lebesgue, cette fois-ci on calcule ’espérance
par

E(X) = QX dP:/Rasf(a:)dx.

Remarque 62. Souvent, la mesure de référence ne sera pas spécifiée et devra étre comprise implicitement
a I’aide du contexte. Concretement, ce sera la mesure de comptage sur les espaces discrets et la mesure
de Lebesgue sur R. Cela conduira a parler de v.a. discretes et de v.a.7. & densité.

Ezemple 33. Soient X,Y et Z des v.a.r. de loi uniforme standard U] 1], exponentielle £(A) et de Cauchy
C(1) respectivement. Alors, X et Y sont intégrables. En effet,

E(|X]|) = / Loy (@)|r| dr =1/2 <00 et E(|Y|)= / 1g, (z)Ae 2| da < oo,
R R
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De plus,
EX)=1/2 et E(Y)=1/\

Quant a la variable de Cauchy Z, on remarque que

x| dr
B(2) = [ 1 -

Définition 7.2.4. Une v.a.r. X admet un moment d’ordre p, p € [1,00), et on note X € LP, si
J1X|P dP < co. Dans ce cas, le moment d’ordre p de X est défini par

E(X?) = /Xp dP.

Définition 7.2.5. Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. La variance de X, notée V(X),
est définie par
V(X) = E[X - E(X)]?

Si 'espérance est un parametre dit de position, la variance est un parametre de dispersion. Il existe
d’autre parametre en statistique (médiane, quantile, intervalle interquartile etc), cependant moyenne et
variance restent centraux eiit égard notamment a la loi des grands nombres et le théoreme central limite
que 'on démontrera au chapitre 12.

Proposition 7.2.6. Soit X une v.a.r. admettant un moment d’ordre 2, alors

V(X) = E(X?) - E(X)2.

Covariance et coeflicient de corrélation linéaire

Définition 7.2.7. Soient X,Y deux v.a.r. admettant un moment d’ordre 2, on appelle covariance entre
X et Y la quantité Cov(X,Y) définie par

Cov(X,Y) = E[(X — E(X))(Y — (V)]
Le coefficient de corrélation linéaire entre les variables X et Y, noté p(X,Y), est donné par

A(X,Y) = Cov(X,Y)
V(X)V(Y)
Proposition 7.2.8. Soient X et Y deux v.a.r. admettant un moment d’ordre 2. La covariance est une
application bilinéaire symétrique vérifiant V(X ) = Cov(X, X). De plus, p(X,Y) € [-1,1] et p(X, X) = 1.
Enfin,
Cov(X,Y) =E(XY) - E(X)E(Y).

Inégalité de Markov et inégalité de Bienaymé-Tchebychev
Proposition 7.2.9 (Inégalité de Markov). Soit X une v.a.r. positive. Alors pour tout A > 0

Proposition 7.2.10 (Inégalité de Bienaymé-Tchebychev). Soit X une v.a.xr. admettant un moment
d’ordre 2. Alors pour A > 0
VX)

P(X —E(X)|>)) £ -3

Démonstration. Remarquer que
P(|X -EX)| >\ =P(X -E(X)*>\?)
et appliquer 'inégalité de Markov. O
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Proposition 7.2.11. Soit X une v.a.r. et ¢ : R = R une fonction conveze telles que X et o(X) soient
intégrables. Alors p(E(X)) < E(p(X)).

Lemme 7.2.12 (des trois cordes). Soit I un intervalle et ¢ : I — R une fonction convexe. Alors pour
tout a,b,c € I tels que a < c<b

p(e) —pla) _ () —¢la) _ () —¢(c)
c—a - b—a - b—c

X=C x=b

35

3.0

1

/ «
il
o

«x)

25

FIGURE 7.1 — La corde “rouge” a une pente plus grande que la corde “jaune” et plus petite que la corde
“bleu”.

Démonstration. 1l est assez facile de voir que ces inégalités sont en fait équivalentes a I'unique inégalité

ple) < j—Cpla) + T2 (0).

En posant ¢t = é’:g on obtient facilement que ¢ = ta + (1 — ¢)b — remarquons que a # b. L’inégalité
ci-dessus n’est alors qu’une traduction de la propriété de convexité. O

Remarque 63. Remarquons que les inégalités des trois cordes caractérise la convexité.

Démonstration. Soit a € R et définissons la fonction 7, : x — w. Notons que 7, est bien définie
sauf peut-étre en a. D’apres le lemme 7.2.12 des trois cordes appliqués aux troiscasa < x < y, x < a < ¥y
et © < y < a, la fonction 7, est croissante. Puisque 7,(2a) et 7,(a/2) sont des réels, il vient que 7, admet
une limite en a & gauche ¢ (a) > —oo et une limite & droite ¢}(a) < oo. Il est également claire que
¢y(a) > ¢j(a) par croissance de 7,.

Par définition de ¢/}, pour tout = > a,

p(x) = ¢(a)

o 2 vala) = () = pla) +gla)(z — a).

D’autre part, pour tout z < a :

p(x) — ¢(a)

o S@la) Seala) = e(@) = pla) + ¢ola)(@ - a).

En posant a = E(X) et x = X, on obtient par croissance de l'intégrale

p(X) < p(B(X)) + ga(B(X))(X —E(X)) = E(p(X)) = ¢(E(p(X)).
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7.2.2 Caractérisation de la loi d’une v.a.r.

Dans cette partie, on explicite différente facon de caractériser la loi d’une v.a.r..

Fonction de répartition

Définition 7.2.13 (Fonction de répartition). Soit X une v.a.r., on appelle fonction de répartition de X
la fonction Fx : R — [0, 1] définie pour ¢ € R par

Fx(t) = Px((—00,1]) = P(X € (—00,1]) = P(X < t).

Proposition 7.2.14. La fonction de répartition Fx d’une v.a.xr X est :

1. croissante & valeurs dans [0,1] ;

2. continue a droite;

3. limy, oo Fix(t) =0 et limy o Fix(t) = 1.
Réciproquement, pour toute fonction F vérifiant les propriétés 1,2 et 8 ci-dessus il existe une v.a.xr. X
telle que Fx = F.
Remarque 64. Toute fonction f : R — R croissante admet une limite a gauche et une limite a droite. En
particulier, une fonction de répartition est limitée a gauche.

Remarque 65. La réciproque de cette proposition signifie la chose suivante : si on se donne une fonction
F vérifiant les points 1,2 et 3, alors il existe un espace de probabilité (2, F,P) et une variable aléatoire
X de (2, F,P) dans (R, B(R)) tel que P(X <t) = F(t) pour tout ¢t € R.

Démonstration. Vérifions les trois points.

1. Tout d’abord, puisque Fx(t) = Px((—o0,t]) est une probabilité, Fx est a valeurs dans [0, 1]. La
croissance de F'x est une conséquence de la croissance des mesures : si A C B, alors Px(4) <
Px(B).

2. La continuité a droite provient de la continuité a droite des mesures. En effet, soient ¢ € R et
(tn)n>0 une suite de réels tels que ¢, > ¢ et lim,, o ¢, = t. La fonction Fx est croissante donc
quitte & considérer une sous-suite, on peut supposer (t,)n,>0 décroissante. Posons A,, = (—o0, t,].
La suite d’ensembles mesurables (A,,),>0 est décroissante et Px(Ap) < oo puisque Py est une
probabilité. Ainsi,

Px((—oo,t]) =Px [ [ 4n | = lim Px(4,) = lim Px((—00, ).

n—oo n—oo
n>0

Cela montre la continuité & droite de Fx.

3. On peut considérer A,, avec t,, = —n pour tout n > 0. Alors,

lim Fx(t) =Py ﬂAn =0.

t——o0
n>0

Pour la limite en oo, on peut poser B, = (—oo,n] et utiliser la continuité & gauche des mesures.

La réciproque est un corollaire du théoréeme de Stieltjes 2.2.33. O

Ezemple 34. La fonction de répartition X donnant la valeur numérique de la face d’'une dé équilibré a
six faces est donnée pour t € R par

1 2 3 4 5
Fx(t) = 61[1’2)(t) + 61[2’3)(t) + 61[3’4)(t) + 61[4’5)(t) + 61[5,6)(t) + Lig,00) () | -

Proposition 7.2.15. La fonction de répartition caractérise la loi d’une v.a.r. : si X et Y sont deuz
v.a.r., alors F'x = Fy si et seulement si X et Y ont méme loi.
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Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 2.2.20 car
S ={(-,al,a € R}
est un 7-systéme (non vide et stable par intersection finie). O

Lemme 7.2.16. Soit h une fonction croissante de R dans R. Alors h admet un nombre dénombrable de
discontinuités.

Les limites & gauche et & droite de h au point ¢ € R sont communément notée h(t~) et h(tT). En
particulier, h est continue & droite (resp. & gauche, resp. continue) si et seulement si h(t) = h(tT) (resp.
h(t) = h(t™), resp. h(t) = h(t*) = h(t7)).

Démonstration. L’ensemble des points de discontinuités de h s’écrit

1
. +\ - — _ . +y) - -
{teR:ntH)—nt)>0t=J {te[ M, M] : h(t*) — h(t )>n}.
MeNn>1
Or supe(_ g a R(E7) = h(t7) < A(M +1) = h(—=M — 1) = K < o0, donc le nombre de discontinuités de
[-M, M] plus grande que % est majoré par Kn. Ainsi 'ensemble des points de discontinuités de h est

réunion dénombrable d’ensembles finis, il est dénombrable. O

En particulier, 'ensemble Dp = {t € R: F'(t)— F(¢t~) > 0} des points de discontinuités de la fonction
de répartition F' est dénombrable.

Définition 7.2.17 (Variables aléatoires discretes, continues). 1. Une v.a.r. X est dite discrete si il
existe un ensemble A C R au plus dénombrable tel que P(X € A) = 1.
2. Une v.a.r. X est dite continue ou diffuse si pour tout a € R, P(X =a) = 0.

Ces deux propriétés peuvent étre caractérisée a ’aide de la fonction de répartition.

Proposition 7.2.18. 1. Une v.a.r. X est discréete si et seulement si la somme des sauts de F'x vaut
1, i.e.

Y F()-F(t)=1

t€Dpy
2. Une v.a.x. X est continue si et seulement si la fonction de répartition Fx est continue.

Démonstration. Soit X une v.a.r. et posons A = {s € R : P(X = s) > 0}. Il se trouve que P(X =
s) = F(s) — F(s7) pour tout s € R, aussi A n’est rien d’autre que I’ensemble de discontinuité de Flx.
De 14, la v.a.r. X est continue si et seulement si P(X € A) = 0; elle est discréte si et seulement si
P(X e€A) =1 O

Densité de probabilité

Une v.a.7. X est dite a densité si elle est a densité par rapport a la mesure de Lebesgue. Pour une
v.a.r. X a densité f, sa fonction de répartition F'x se calcule, par définition d’une mesure a densité, pour
t € R par

Fx(®) = Px((-o0.t) = [1nf = [ f(@) do.

Proposition 7.2.19. Soit X une v.a.r. a densité f. On note F sa fonction de répartition. Alors F est
continue sur R et est dérivable presque-partout. Sa dérivée est presque partout égale a f.

Démonstration. Puisque F est une fonction de répartition, F' est continue & droite. Il reste donc & montrer
que F est continue & gauche. Soit ¢t € R et (¢,)n>0 une suite de réels qui converge vers ¢ et telle que
tn, < x pour tout n > 0. Alors, on vérifie facilement que f1(_. ;) converge simplement vers f1_. )
donc vers f1(_ , presque partout (par rapport a la mesure de Lebesgue). De plus, 0 < f1(_ ) < f
qui est intégrable (c’est une densité de probabilité). Le théoréme de convergence dominée implique

lim F(tn) = lim /f]-(—oo,tn,] d\ = /f]-(—oo,t] d\ = F(t)

n—oo n— oo
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La seconde partie de la proposition n’est en fait rien d’autre que le théoreme de différentiation de
Lebesgue. Sa preuve est un peu plus fine et fait intervenir I'inégalité maximale de Hardy-Littlewood. On
pourra se référer a | | pour la preuve compléte.

O

Ezemple 35. La loi d’'une variable aléatoire X exponentielle de parametre A > 0, notée £(A) est ca-
ractérisée par sa densité définie par

fx(@) =1g, (z) Ae ™, z€R

Sa fonction de répartition est donc

Fx(t):/_t fx(.’lﬁ) dl':1R+(t)[1—€_)\t]7 t e R.

Proposition 7.2.20. La loi d’une v.a.r. X a densité est caractérisée par sa densité de probabilité : si
X etY ont pour densité fx et fy respectivement alors fx = fy presque partout si et seulement si X et
Y ont méme loi.

Démonstration. Ce résultat est un corollaire de la proposition 7.1.4. O

Puisqu’une fonction de répartition est dérivable presque partout, on pourrait penser de prime abord
que la dérivée (définie seulement presque partout néanmoins) est une densité de probabilité. Ceci n’est
pas vrai en général comme le montre I’exemple suivant.

Ezemple 36. Soit F la fonction réelle définie par :

0, t<0
F(t) =

1, t>0.
On vérifie facilement que c’est une fonction de répartition. Elle est dérivable presque partout (en fait
partout sauf en 0) et la dérivée est la fonction nulle presque partout (sauf en 0 également). Il est bien
évident que cette fonction dérivée n’est pas une densité de probabilité.

La fonction de répartition de I’exemple 36 est celle de la masse de Dirac en 0. Autrement dit, une
v.a.r. X admettant la fonction de répartition F' de I’exemple 36 satisfait P(X = 0) = 1, c’est une variable
purement discrete.

L’exemple suivant est encore plus fin : on construit une fonction de répartition continue dont la v.a.r.
correspondante n’est pas a densité.

Ezemple 37 (Escalier de Cantor). L’escalier du diable, ou ’escalier de Cantor se construit comme une
limite uniforme de fonctions continues. Plus précisément, on définit ( f,,),>o une suite de fonction continue
sur [0, 1] par récurrence — c.f. Figure 7.2 :
— fola) =, 2 €[0,1];
— on construit f,41 a partir de f,, en remplagant f, sur chaque intervalle d’intérieur non vide [u, v]
qui ne contient pas de plateaux de f, par une fonction affine par morceaux qui est constante égale
a M sur le tiers central de [u,v].
Par construction, f,+1 et f, ne différent que sur les intervalles non vides [u,v] ne contenant pas de
plateaux de f,. Un tel intervalle sépare les extrémités de deux plateaux successifs de f,, dont la hauteur
est de 27™ (on divise par 2 étape par étape). Ainsi, pour tout z € [0, 1] et tout n € N,

|fn+1(x) - fn(‘r)| < 27"

Il vient que la séries > (fn+1 — fn) converge donc uniformément. Ainsi, la suite (f,,)n>0 converge uni-
formément vers une fonction f continue monotone croissante. La fonction f est appelée escalier du
diable.

Soit F : R — R supposée nulle sur (—oo, 0], constante égale a 1 sur [1,00) et égale a D'escalier du
diable, c’est a dire f, sur [0, 1]. Du fait de ce que l'on vient de montrer, F' est une fonction de répartition.
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(e) Etape 4. (f) Etape 5.

FIGURE 7.2 - La fonction fy est Didentité de [0,1] dans [0,1]. A I'étape n + 1, on subdivise chaque
intervalle sur lesquels f, n’est pas constante en trois sous-intervalles de méme longueur. Alors f, 1 est
constante sur le sous-intervalle central alors qu’elle est affine sur les deux autres sous-intervalles de sorte
que fp41 soit continue.
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La fonction F' est la fonction de répartition d’une v.a.r. X continue mais comme on va le montrer
tout de suite elle n’est pas a densité. En effet, la fonction f est dérivable au moins sur les plateaux P,
des fonctions f,. Or,

n - 3 3 b
n>0 n>0
ce qui montre que f est dérivable presque partout et f’ est presque partout nulle.

En fait, il faut revenir au théoreme de Radon-Nikodym : la mesure Px admet une densité de pro-
babilité par rapport & la mesure de Lebesgue (qui est o-finie) si Px < A. Il est d’ailleurs clair que la
mesure définie par 'exemple 37 n’est pas absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, on
dit qu’elle est singuliere. Rappelons la notion d’absolue continuité pour les fonctions.

Définition 7.2.21. Soit I = [a,b] un intervalle. La fonction F : [a,b] — R est dite absolument continue
si pour tout réel € > 0, il existe § > 0 et ([an,bp])n>0 des sous-intervalles de I d’intérieurs disjoints tels
que

D (bn—an) <6 = > |Flan) — F(by)| <.

n>0 n>0

Proposition 7.2.22. Une v.a.r. X admet une densité si et seulement si sa fonction de répartition Fx
est localement absolument continue.

Remarque 66. En pratique, le plus simple reste donc de vérifier que le candidat naturel, & savoir F, qui
existe presque partout, est effectivement une densité.
Caractérisation fonctionnelle d’une loi

La caractérisation suivante est tres utile pour, connaissant la loi d’une v.a.r. X, déterminer la loi
d’une nouvelle variable aléatoire ¢(X) ou ¢ est une fonction numérique réelle donnée.

Proposition 7.2.23. Deuz v.ar. X et Y suivent la méme loi si et seulement si pour toute fonction
g : R — R mesurable bornée

E(9(X)) = E(g(Y)).

Démonstration. C’est un corollaire immédiat de 7.1.3. O

Fonctions génératrices
Lorsque X est une variable aléatoire a valeurs dans N, on peut définir la notion de fonction génératrice
VzeC: Gx(z)=E(X) =) PX =k
k>0
Le rayon de convergence de cette série entiére est plus grand que 1.

Proposition 7.2.24. Si X etY sont deux variables aléatoires a valeurs dans N, alors X et'Y ont méme
loi st et seulement si Gx (z) = Gy (z) pour tout z € C tel que |z| < 1.

Démonstration. 1l suffit de montrer que, pour tout k& > 0, P(X = k) = P(Y = k). Ces quantités sont les
coefficients d’une série entiére et peuvent s’exprimer a ’aide des dérivées successives O

Ezxercice 29. Soit X une variable aléatoire & valeurs dans N admettant un moment d’ordre 2. Exprimer
les moments d’ordre 1 et d’ordre 2 en fonction des fonctions génératrices.

7.2.3 Exemples de calcul de lois

L’objectif de ce paragraphe est de donner quelques méthodes de calcul de lois de probabilité : on se
donne une v.a.r. X de loi connue et une fonction ¢ : R — R — a priori arbitraire méme si en général
on la suppose assez réguliere — et on cherche & calculer la loi de p(X).

La méthode de calcul dépend essentiellement de la caractérisation de la loi que 'on choisit, laquelle
dépend du probleme que l'on traite. On donne ici deux exemples concrets.
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A l’aide de la fonction de répartition

Commengons par un exemple tres simple : on se donne une variable aléatoire X de loi uniforme sur
[0,1] et on cherche & calculer la loi de X?2.
La fonction de répartition de X est donnée par Fx définie pour ¢t € R

0 t<O0
Fx(t)=4 t tel0,1)
1 t>1

On cherche a calculer la fonction de répartition de X2 :
Fx2(t) = P(X? < 1) = 1jp,00) (1)P(X € [-VEVI]) = 1jg,00) ()P(X < V1) = Ljg,00) (1) Fx (V).

Il arrive parfois que 'on tombe sur une loi remarquable, ce n’est pas le cas ici. Il n’en reste pas moins
que la loi a été caractérisée : la fonction F'x est déterminée.

Notons que la fonction de répartition de X2 est continue, on peut se poser la question de 'existence
d’une densité. En dérivant

0 t<0
ft)=Fx(t) = ¢ 2vV)™* te0,1)
0 t>0

On vérifie facilement que f est une densité.

Rappelons que la fonction de répartition — on la notera ¢ dans toute la suite — de la loi normale
centrée réduite n’est pas explicite, néanmoins il est possible de calculer la densité de X2 lorsque X suit
une N(0,1) & l'aide de la méthode impliquant la fonction de répartition. En effet,

Fx:(t) = P(X? <1) = 1jp,00) ()P(X € [-VEVI]) = Ljp,00) (1) | 9(V) = (= V)]

Puis on dérive : L
t
£(1) = Fia(t) = 1220 oo
27t
On vérifie que f est une densité. En fait c’est la densité d'une loi connue appelée loi du x2(1). On
généralisera ce résultats dans un prochain chapitre ce qui fera apparaitre la loi du chi-deux & d degrés
de liberté notée x2(d).

A Taide de la densité

Cette méthode consiste a utiliser le résultat de la proposition 7.2.23 qui caractérise la loi d’une variable
aléatoire a l’aide de fonctions tests. Reprenons ’exemple d’une v.a.r. X de loi normale centrée réduite
dont on cherche & calculer la loi du carré X2. La densité de A'(0, 1) est donnée par f(z) = (27)~Y/2e*"/2,
z € R.

Soit g : R — R une fonction borélienne bornée et calculons en utilisant un argument de parité

E(o(x*) = [

Par le théoreme de changement de variable en posant y = x

fE2 X xTr = ~ .’E2 X X.
o(e?) f(z) d 2/0 o(e) f(z) d

2. on obtient

e /2

2 z? xdwzQ/ —:/100 dy.
| st o) 57 = [ toso i) iy
On identifie alors & 1’aide de la proposition 7.2.23 la densité de X2, & savoir

e—Y/2

h(y) = 1[0,00) (y)\/ﬁ’

soit le résultat montré dans la section précédente
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Remarque 67. Ala premiere ligne de calcul, 'intégrale sur R a été coupée en deux de sorte que la fonction
x — 2% est un difféomorphisme de (0,00) — (0,00) et (—oo0,0) — (0,00) respectivement. Ainsi, il
n’est pas utile que la fonction ¢ considérée soit un difféomorphisme globale.

Notons également que, quoiqu’il arrive, x — x2 n’est pas un difféomorphisme en 0, c’est pourquoi
il a été retiré du domaine. Cela ne pose pas de probleme car P(X = 0) = 0 donc la valeur de 'intégrale
ne change pas.

7.2.4 Classification des lois de probabilités sur R

La preuve de 7.2.18 a montré que la loi de toute v.a.r. est un mélange d’une loi discrete et d’une
loi continue. L’exemple 37, quant & lui, illustre qu’une loi continue peut étre singuliere a la mesure de
Lebesgue. Cette section vise & donner la décomposition d’une loi en une partie absolument continue (i.e.
a densité par rapport & Lebesgue), une partie discréte et une partie singuliere.

Théoréme 7.2.25. Soient u et v deux probabilités sur (R, B(R)). Alors v = f - pu+ po ot po L p. De
plus, cette décomposition est unique.

Démonstration. C’est un peu la méme idée que pour le théoreme 6.3 de Radon-Nikodym : on considere
la forme linéaire f — [ f dv continue sur L?(v 4 u). Nous obtenons donc l'existence d’une fonction
g € L2(v+ p) telle que [ f dv = [ fg d(v+ p) si bien que

/f(l—g) dv:/fgdu-

En considérant des fonctions bien choisies, on monte que g,1—g > 0, (v+ p)-p.p. si bien que g(z) € [0, 1]
pour tout z quitte & la modifier sur un ensemble de mesure nulle. En posant B = {g = 1} on déduit

u@ﬂszBduz/yuumhwoz/&Bau+m=uun+WBx

et u(B) = 0. On pose g = v(-NB) alors pg et p sont étrangeres. On vérifie alors facilement que v(-N BE)
est & densité f = ;21 . O

Corollaire 7.2.26. Soit u une mesure o-finie sur (R, B(R)). Alors toute mesure de probabilité v sur
(R, B(R)) s’écrit de fagon unique comme f -+ po ot f € Li () est positive et pg L pu.

Démonstration. 1l s’agit de généraliser le théoreme précédant a une mesure de référence o-finie. Cela se
fait comme dans le théoreme 6.3 de Radon-Nikodym. O

En posant p = A la mesure de Lebesgue, 'application de ce corollaire a la loi v = Px d’une v.a.r.
implique 'existence d’une fonction f positive Ad-intégrable et d’une mesure positive po étrangere a A telle
que Px = f- A+ po. En appliquant les arguments de 7.2.18 a p on montre facilement que toute mesure
de probabilité v sur (R, B(R)) se décompose de fagon unique en une combinaison convexe de trois lois
étrangeres : une loi absolument continue par rapport a la mesure de Lebesgue, une loi discrete et une loi
singuliere.

7.2.5 Simulation de lois

Commencons par un cas simple : soit F' une fonction de répartition supposée continue strictement
croissante. On consideére U une variable aléatoire uniforme sur [0, 1] et on pose X = F~1(U). Alors, pour
teR

P(X <1) = P(F'(U) < t) = P(U < F(t)) = F(t),

car F' est croissante. Ainsi, pour générer des nombres aléatoires suivant une loi dont la fonction de
répartition est continue strictement croissante, il suffit de savoir générer des nombres suivant une loi
uniforme dans [0, 1].

Ezemple 38. Soit X ~ &(A) alors sa fonction de répartition est donnée, pour tout ¢ € R, par F(t) =
(1—e )1}y o(t). Pour p € (0,1), on obtient F~1(p) = —352 et Y = F~1(U), ot U est une loi uniforme
sur [0, 1], suit une loi exponentielle de parametre A > 0.

110



Remarque 68. Si F' est une fonction croissante de R dans R alors

lim F(z) =sup F(z) e RU{xoo} et lim F(x)= 1r61Hf§F(x) € RU {£o0}.

On notera ces limites F'(c0) et F'(—o0) respectivement.

Afin de généraliser a une fonction de répartition arbitraire F', il est nécessaire d’introduire la fonction
quantile notée H et définie pour tout p € [0,1] par

H(p)=inf{zx e R: F(z) >p}, infl=0c0 et infR=—occ.

En particulier, H(0) = —oo, H(1) € R U {oo} et pour tout p € (0,1), H(p) # +co.

Proposition 7.2.27. Soit F' une fonction de répartition et H la fonction quantile associée. Alors,

1.

La fonction H est croissante et continue a gauche sur (0,1]. De plus, pour tout x € R et p € [0, 1],
F(x) > p si et seulement si x > H(p).

Pour tout p € [0,1], F o H(p) > p avec égalité si H(p) > —oo et F continue en H(p).

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0,1]. Alors la fonction de répartition de H(U)
est égale a F.

. Soit X une variable aléatoire d valeurs dans R de fonction de répartition F. Si F est continue

alors F(X) suit une loi uniforme sur [0,1].

Démonstration. Pour tout p € [0,1], on note A, = {z € R: F(x) > p}.

1.

On commence par démontrer I’équivalence du point 1 : soit © € R et p € (0,1]. Par définition
de H(p), si F(x) > p alors « > H(p). Réciproquement, soient > H(p) et (z,)n>0 une suite de
points de A, qui converge vers H(p). Alors, ou bien & > H(p) et il existe N > 0 tel que, pour tout
n > N, H(p) <z, < z si bien que p < F(z,,) < F(x) par croissance de F'; ou bien x = H(p) et
par continuité & droite de F, p < F(z,) — F(z).

Sip,q € [0,1] sont tels que p < ¢, alors par croissance de F', A; C A, et H(p) < H(q).

Soit (pn)n>0 une suite croissante de points de [0,1] convergeant vers p € (0, 1]. Par croissance
de H, la suite (H(py))n>0 est croissante et admet une limite ¢ < H(p). Il s’agit de montrer que
¢ = H(p). Supposons au contraire que ¢ < H(p). Alors, d'une part F({) < p et d’autre part
par I’équivalence ci-dessus F(¢) > p, pour tout n > 0. En passant a la limite, on obtient la
contradiction voulue.

. Soit p € [0, 1] tel que H(p) € R alors partant de H(p) > H(p), on obtient de I'inégalité précédente

F o H(p) > p. Nous avons par ailleurs H(p) = oo lorsque p = 1 et I'inégalité est trivialement
satisfaite. De méme, si H(p) = —oo alors p = 0 et encore une fois I'inégalité est trivialement
satisfaite.

Supposons que H(p) > —oo. Soit € > 0, puisque H (p) minore A,, H(p) —e ¢ A,. Par conséquent,
F(H(p)—¢) < p. Puisque F est supposée continue en H (p), on obtient F'(H(p)) = lim._,o F/(H (p)—
g) <p.

Soit U une variable aléatoire de loi uniforme sur [0, 1]. D’apres I’équivalence du point 1, pour tout
zeR:

PHU)<z)=P{U < F(z)) = F(z).

Les variables aléatoires X et H(U) sont identiquement distribuées. Ainsi, F(X) a méme loi que
F(H(U)), or F(H(U)) =U car F est continue et X est finie presque-stirement.
O

Exemple 39. Considérons le cas le plus simple d’une variable aléatoire X suivant une loi de Bernoulli de
parametre g € (0,1). Alors sa fonction de répartition est donnée par

SiU ~

F(t)=(1-q)1p1)(t) + 1100)(t) et H(p) = (—00)lp=o + 11_q1(p)-

U[0,1], P(U = 0) = 0 si bien que I'on peut considérer H(U) on H(p) = 1(1-¢,1)(p). De méme on

pourra fermer l'intervalle dans I'indicatrice sans changer la loi.
Dans cet exemple trés simple, on constate que H(U) est a valeurs dans {0,1} et P(H(U) = 1) =
PUe(l—-ql])=q
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7.3 Vecteurs aléatoires

Tres souvent il est utile de considérer non pas des variables aléatoires réelles unidimensionnelles mais
des vecteurs aléatoires de R Soit parce que le probleme considéré fait naturellement intervenir un
vecteur (une position dans l’espace), soit parce que 'on répéte d fois une expérience aléatoire. La suite
de ce chapitre consiste simplement a adapter les notions au cadre multidimensionnel.

7.3.1 Généralités

Définition 7.3.1. On appelle vecteur aléatoire ou variable aléatoire multivariée toute application me-
surable X : (Q, F,P) — (R%, B(R?)).

Sauf mention contraire, la base de R choisie sera la base canonique. Comme dans le cas déterministe,
on peut écrire, dans la base canonique {e;,i =1,...,d},

d
)(12122:)Q61
i=1

ou la i-iéme coordonnée X; est une v.a.r..

Dans toute la suite, en terme de notation, on choisit la convention vecteur colonne comme c’est I'usage
en algebre linéaire. Cependant, pour des raisons typographiques on écrira souvent X = (Xy,...,X,). Si
A est une matrice représentant un morphisme linéaire de R¢ dans RY, alors AX est un vecteur de RY.
L’adjoint d’une matrice (ou d’un vecteur vu comme une matrice) sera noté A*.

Rappelons que la tribu borélienne de R est engendrée par les pavés de la forme (a1, by) x - - - % (ag, ba),
ai,bi €R,i=1,...,d. Autrement dit, B(R?) = B(R)®.

7.3.2 Loi d’un vecteur aléatoire, lois marginales

Définition 7.3.2. La loi d’un vecteur aléatoire X est la probabilité sur (R%, B(R)®4), notée Py, définie
par
Px(A)=P(X € A), AecBR)*".

Soit X = (X1, ..., X,) un vecteur aléatoire dans R% de loi P x. La i¢me loi marginale, notée Py, est

la probabilité image réciproque de Px par la projection sur la iéme coordonnée. Plus concretement, si
A € B(R),

7

X;M(A)=Rx---xRxAxRx---xR
N———— N————

i—1 d—i

et Px,(A) = Px(X;'(A)). Ainsi, connaissant la loi d’'un vecteur aléatoire X, on peut déterminer la loi
de chaque marginale Xj.

Par contre, on ne peut pas, connaissant chaque loi marginale, déterminer la loi du vecteur aléatoire
X. La loi P x possede intrinsequement plus d’information que les P, prises toutes ensembles. En fait,
il manque de 'information sur la facon dont les marginales dépendent les unes des autres.

7.3.3 Moments
On munit R? d’une norme notée | - | ou | - |,, p € [1,00] si 'on veut préciser.

Définition 7.3.3. Un vecteur aléatoire X € R? admet un moment d’ordre ¢ > 1 si
E(|X]?) = / | X |?dP < oo
Q

Définition 7.3.4 (Moyenne, Variance-Covariance). Si un vecteur aléatoire X € R? admet un moment
d’ordre 1, l'espérance de X, notée E(X) est définie par

E(X):/X dP € RY.
Q
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Si X admet un moment d’ordre 2, la matrice de Variance-Covariance, ou plus simplement matrice de
covariance, est définie par

LX) = E[(X - E(X))(X - E(X))"] € Ma(R).
Remarque 69. Rappelons que nous utilisons la notation des vecteurs en colonne si bien que X(X) est

bien une matrice de taille d x d.

Remarque 70. Les moments d’ordre supérieurs, en général moins utilisé, ne peuvent s’écrire aussi syn-
thétiquement.

7.3.4 Lois a densité

L’espace mesurable (R?, B(R%)) est naturellement muni de la mesure de Lebesgue d-dimensionnelle
notée \y4. La définition suivante découle directement de ce fait.

Définition 7.3.5. Un vecteur aléatoire X = (Xi,...,Xq) est dit & densité si il existe une fonction
f € LY(\q) positive vérifiant

fdrxg=1
Rd

telle que pour tout borélien A € B(R?)

Px(A):P(XEA):/ 1af d)g.

Rd

Proposition 7.3.6. La loi d’un vecteur aléatoire a densité est caractérisé par sa densité de probabilité :
si X etY sont deux vecteurs aléatoires de R de densités respectives fx et fy alors X et'Y ont méme
loi si et seulement si fx = fy Ag-p.p..

Démonstration. C’est un corollaire de la proposition 7.1.4. O
Proposition 7.3.7. Soit X = (X1,...,X4) € R? un vecteur aléatoire a densité fx. Alors pour tout
i=1,...,d, la marginale X; est une v.a.r. a densité. De plus la densité fx, de X; est donnée par
in (.’1?) = fx(l'h ey L1, Ly L1y e e - ,xd) )\dfl(dl'h N ,dl’i,hdl‘prl, ey d.’lﬁd)
Rd—1

Démonstration. 11 suffit évidemment de considérer le cas d = 2. Soit A € B(R), alors le théoreme de
Fubini implique

Pri(d) = Px(AxB) = [ Laa(en) (o) Noldody) = [ 14 [ flan) M) Ao
=fx; (x)

La densité fx, se calcule de la méme fagon. O

7.3.5 Fonction de répartition

On peut en dimension supérieure définir une notion de fonction de répartition méme si celle-ci n’est
que peu utile bien souvent car R¢, pour d > 2, n’admet plus d’ordre total naturel.

Définition 7.3.8. La fonction de répartition d'un vecteur X € R? est la fonction Fx : R? — [0,1]
définie pour t = (t1,...,tq) € R? par

Fx(ti,...,tq) =Px(Xy <t1,...,Xq < tq).

Remarque 71. Dans ce cas encore, il y a une distinction entre variable a densité et variable continue.
Comme dans le cas unidimensionnel, une variable a densité est continue mais la réciproque est fausse.

Proposition 7.3.9. Deuz vecteurs aléatoires X,Y € R? ont méme loi si et seulement si Fx = Fy .
Démonstration. C’est une conséquence directe du théoreme 2.2.20 car
S={(-00,a1] X -+ x (=00,aq], (ai,...,aq) € R}

est un 7-systéme (non vide et stable par intersection finie). O
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7.3.6 Transformation des vecteurs aléatoires a densité

Comme dans le cas des variables aléatoires réelles, se donnant un vecteur aléatoire X = (X1,..., Xy)
de loi connue et une fonction ¢ : R? — RP, on cherche & déterminer la loi de ¢(X). Pour ce faire, on
peut faire usage du théoréeme de changement de variable comme l’'illustre I’exemple suivant.

Ezemple 40. Soit (X,Y") un vecteur aléatoire dont la loi est donnée par sa densité
h(z,y) = 1g, xr, (v,y)\ue e .

On verra par la suite qu’en fait c’est un couple de variables aléatoires indépendantes de lois exponentielles
d’intensités A\ et u respectivement. On cherche a calculer la loi de (X + Y, X —Y). Autrement dit, si
7Z = (X,Y) et ¢ : R? — R? est définie par o(z,y) = (z + y,2 — y), on cherche & déterminer la loi de
e(Z).

On utilise la caractérisation fonctionnelle de la loi. Pour cela, notons (u,v) = ¢(z,y) = (x +y,x — y)
et donnons nous une fonction g : R> — R mesurable bornée. On calcule,

Elg(¢(2))] = Bo(X +Y.X = V) = [ gl + .2 = p)h(a,y) dedy.

R
On fait le changement de variables (u,v) = (z +y,z —y) qui s’inverse par (z,y) = ((u+v)/2, (u—v)/2).
Il est clair que ¢ est un C*'-difféomorphisme de R?, c’est en fait un automorphisme linéaire. Le jacobien
de ¢! est donné par

1/2  1/2

det Jac,-1(u,v) = / /
1/2 —1/2

Le théoreme de changement de variable donne

Blo(e(2))] = [ atwon (50150 ) A

Par la caractérisation avec des fonctions tests, on identifie la densité de (U, V) = (X +Y, X —=Y) : elle
est donnée par

Uu+v u—v
2 72

A u/2 ,—(A—p)v
h(X+y’X,y)(U7’U) = h( > = 1u+v20(u)1u—1}20§'a6 (A+p) /26 (A—p)v/2

que 'on peut simplifier en

)\ - L) U - — MK
hixty.x—y)(u,v) = 1@017”997“6 A+p)u/2 =~ (A=p)v/2

En exercice complémentaire, on peut donner la densité de X + Y, pour ce faire il suffit d’intégrer par
rapport a v. Lorsque A # p,

A
hxty (u) :/1@017“9@7/*6—<A+u>u/2€—<x—u)v/2 dv
R

= 1@0)‘7“6—0%)71/2 /u e~ (A=m)v/2 g
= 1u>0 )\H 6_(>\+“)U/2 |:e(>\—u)u/2 — e_o‘_/‘)“/ﬂ = 1u>0 )\/.L [e—uu _ e—Au] )
A 20—

Lorsque A = p, on obtient :

2 u
hxty(u) = / luzol_ugvgu%uef(pr“)“ﬂ dv = luzo%ej‘"/ dv = luZO;LZue*““.

R —u
On finit cette partie sur une proposition dans laquelle est insérée une remarque importante. Si au
lieu de déterminer la loi (X + Y, X — Y), on se pose la question de la loi de X + Y seulement, le
théoréme de changement variables n’est pas applicable directement du fait d’un probleme de dimension :
(z,y) = x4y n’est pas injective. La solution consiste & ajouter une dimension en étudiant, par exemple,
la loi de (X +Y,X) et & intégrer par rapport a la seconde variable pour obtenir la loi de X + Y. Le
choix de I'ajout de variable n’est pas unique mais il faut bien entendu rester dans la simplicité tout en

conservant 'injectivité du changement de variable.
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Chapitre 8

Indépendance

8.1 Tribus indépendantes

Définition 8.1.1. Une famille (F;);cs de sous-tribus de F est dite indépendante si pour tout J C T fini
et

V(Aj)je,] S H Fj = P ﬂ Aj = H P(A])
jeJ jeJ jeJ
Une famille (A;);c; d’événements est indépendante si la famille des tribus correspondantes (o(A;))ier
est indépendante.
A toute fin utile, on rappelle que pour A € F on a o(A4) = {0,9Q, A, A®}.
Remarque 72. Tl existe une notion plus faible appelée indépendance deux & deux. Des événements (A;);er
sont indépendants deux a deux si pour tout i # j €

P(A; N Aj) = P(A)P(4;).

La notion d’indépendance de la définition 8.1.1 est parfois appelée indépendance mutuelle. Sauf mention
contraire, lorsque nous parlerons d’indépendance sans autre précision, il s’agira toujours de la notion
définie en 8.1.1

Ezxemple 41. On lance deux fois une piece de monnaie. On considere les événements
A = {“pile au ler lancé”}, B = {“face au 2e lancé”}, C = {“méme tirage au deux lancés” }.

On vérifie facilement que

— P(A) =P(B)=P(C) =1/2,

— P(ANB)=P(A)P(B), P(ANC)=P(A)P(C) et P(BNC) =P(B)P(C),
mais que P(ANBNC)=0.

La proposition suivante, tres utile en pratique, introduit une notion d’indépendance par paquet.

Proposition 8.1.2. Soit (F;)ics une famille de tribus indépendantes. Soit (I )kex une partition de I.
On note Uy, la tribu engendrée par les la famille (F;)icr,, k € K, autrement dit Uy, = o(F;,i € I).
Alors, la famille (Uy)kex est indépendante.

Démonstration. On utilise les deux lemmes ci-dessous

Lemme 8.1.3. Soit (F;)icr une famille de sous-tribus. On suppose que pour tout ¢ € I, la tribu F; est
engendré par un w-systéme C; contenant 2. La famille (F;)iecr est indépendante si et seulement si pour
tout J C I fini

V(Aj)jeJ S H Cj . P ﬂ Aj = H P(AJ) (81)

jed jeJ jed



Démonstration. Soit J C I un sous-ensemble fini d’indices. Si J = ) alors ’égalité (8.1) est trivialement
satisfaite. Supposons donc J # (. On se donne une énumération de J, c’est a dire J = {ji,...,jx} ou
k =card J. Pour r = 0,...,k, on définit la propriété (P,) suivante : I’égalité (8.1) est satisfaite pour
tout A; € F;, 1 < i <r, et tout A; € C;, r < i < k. On va montrer que la propriété (P,) est vraie pour
tout r € {0,...,k}.

La propriété (Py) est vraie par hypotheése. Supposons que (P,_1) est vraie et montrons que (P,) est
vraie. Pour cela, considérons

r—1 k
D= {B € Fr: Y(Ai)icicr—1 € H]:i,, (Ai)ri1<ick € H Ci,
i=1 i=r+1
r—1 k r—1 k
P (H 4;x Bx [] Ai> = (H P(Ai)> P(B) ( II P(Ai)> }
i=1 i=r+1 i=1 i=r+1

Montrons que D est un A-systéme. Par hypothese de récurrence (P,_1) et puisque Q € C,, on déduit que
Q € D. Soient B,C € D tels que B C C. On note

r—1 k
A" =4 et AT= () A
i=1 i=r+1

Alors,
P(A"N(C\B)NAT)=P(A"NCNAT) —P(A" NnBNA").

Puis, comme B,C € D, on obtient
P(A"N(C\B)NA") = [P(C) - P(B)][[P(4) =P(C\ B) [[ P(4),
iFET iET
d’ott C'\ B € D. Soit maintenant (B,,),>0 € DY une suite croissante, en notant B = U,,>0B,, on a

P(A"NBNAY) = lim P(A"NB,NA") = lim P(B,) [[P(4;) =P(B)[[P(4).

n—oo n—oo ] ]
iET iET

Ainsi, B € D. On conclut que D est un A-systéme qui contient le m-systeéme C,., donc contient o(C,.) = F,.
La propriété (P,) est donc vraie. Par récurrence, (Py) est vraie et ce indépendamment de I’énumération
de J choisie. Ceci finit la preuve du lemme.

O

et

Lemme 8.1.4. Soit (F;);er une famille de sous-tribus. Alors,

C=S(A4;:4;€F,JCI fni (8.2)
jeJ

est un m-systéme, contenant S, qui engendre la tribu o(F; :i € I).

Démonstration. Puisque € F; pour tout i € I, on déduit que Q € C si bien que C # (). Soit A, B € C,
alors, il existe J4,Jp C I des sous-ensembles finis d’indices et des ensembles C; € Fj, j € Ja, et des
ensembles Dy € Fy, ¢ € Jp tels que

A= ()C; et B= () De

Jj€JA leJp
Par conséquent,
AnB= () Cin (] Deec,
JEJA ledp

quitte a rassembler les ensembles qui sont dans la méme sous-tribus. Donc C est un m-systéme qui contient
Q. Clairement, F; C C pour tout ¢ € I si bien que o(F;,i € I) C o(C). O
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Plus précisément, pour tout k € K, Uy, est engendré par le m-systéme Cj, définit par (8.2) ou 'on a
remplacé I par Ij. Ces m-systémes contiennent §2. Soit J C K un sous-ensemble fini, par indépendance
de la famille (F;);cr, Iégalité (8.1) est satisfaite. Ceci conclut la preuve de la proposition.

O

8.2 Lemme de Borel-Cantelli

On rappelle les définitions pour (B,,),>0 une suite d’événements mesurables

limsup B, = ﬂ U B, et liminfB, = U ﬂ B,,
n>0k>n n>0k>n

ainsi que le premier lemme de Borel-Cantelli — c.f. la proposition 2.2.7.

Proposition 8.2.1 (Premier lemme de Borel-Cantelli). Soit (By)n>0 € F\ une suite d’événements.
Alors

Z P(B,) <o = P(limsupB,)=0.
n>0

Remarque 73. On remarque si ), - P(BC) < oo alors
P(liminf B,) =1, car (liminf B,)® = limsup BE.

Proposition 8.2.2 (Deuxi¢me lemme de Borel-Cantelli). Soit (B,,),>0 € F' une suite d’événements
indépendants. Alors

ZP(Bn) =00 = P(limsupB,)=1.
n>0

Remarque 74. Sous les mémes hypotheses

Y P(BY)=cc = P(liminfB,)=0.
n>0

Ainsi dans le cas d’événements (B),),>o indépendants, ’événement lim sup B,, est de probabilité 0
ou 1 et on a le critere suivant

P(limsup B,) =0 si et seulement si Z P(B,) < oco.
n>0

Démonstration. On remarque que P(limsup B,,) = 1 —P(lim inf BL) et on va montrer que P(lim inf BC)
est nulle. Puisque lim inf Bg = Up>0Nk>n B,E, il suffit donc de montrer que, pour tout n > 0, P(Ng>, Bk)

est nulle. Fixons n > 0. Par définition les tribus o(B,,) sont indépendantes et donc les événements BE
sont aussi indépendants. Par conséquent

PO {BY|=1mP| () Bi|=1lm [[ PBD.
k2n P \nsksp P nksp
D’autre part, notant que P(BEL) =1-P(B,) et que 1l —x < e * pour tout z > 0, on a
I[I pBH= ] -PB))< J[ e ®P) =expq— > P(By)
n<k<p n<k<p n<k<p n<k<p

Pour finir, n étant fixé, Z”<k<p P(By) tend vers co lorsque p — oo.
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8.3 Variables aléatoires indépendantes

8.3.1 Définition et caractérisation élémentaire

Si X : (Q,F,P) — (E,&) est une variable aléatoire, on note o(X) C F la sous-tribu engendrée par
X, c’est a dire la plus petite tribu — au sens de 'inclusion — rendant mesurable ’application X.

Définition 8.3.1. Une famille de variables aléatoires (X;);cr, X; & valeurs dans (E;,&;), i € I, est
indépendante si et seulement si la famille de tribus (0(X;));er est indépendante.

Proposition 8.3.2. Une famille de variables aléatoires (X;)ics est indépendante si et seulement pour
tout sous-ensemble J C I fini lassertion suivante est satisfaite

V4 er e [[6 = Pl({Xed}] =[P, 4.

JjeJ JjeJ jeJ

Démonstration. Immédiat. O

8.3.2 Constructions de variables aléatoires indépendantes

On peut se poser la question de la construction de variables aléatoires indépendantes (ou de tribus) :
étant données deux espaces probabilisés (Q1, Fi,u1) et (Q2, Fo, u2), peut-on construire deux variables
indépendantes X; et X, de loi respective py et po ?

Pour ce faire, on considere ’espace probabilisé

(0 F,P) = (1 x Qo, F1 @ Fa, i1 @ puz)
et on pose X7 la projection sur €2 et X5 la projection sur 5. Concrétement,
Yw = (Il,llfg) € Oy X QQ, Xl(w) =, X2(w2) = T9.

Les variables aléatoires X7 et X5 sont alors des variables aléatoires indépendantes & valeurs dans 24
et (s respectivement ; X7 a pour loi p1 et Xo a pour loi ps. En effet, pour tout B; € F1 et By € Fo,

P(X, € By, X5 € By) = ju1 ® pp(By X By) = pa(B1)pa(B2).

Prenant successivement By = 0 et By = ()5, on s’apercoit que X; et Xs suivent respectivement la loi
M1 et M.

Jusqu’ici, on a donc utilisé essentiellement la structure d’espace probabilisé produit. Le passage a une
famille quelconque se fait sans trop de problémes mais repose tout de méme sur le théoreme 2.2.24 de
Carathéodory. Ce dernier théoreme donne alors un sens & lassertion “soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires indépendantes”. Pour cela, nous devons introduire la notion de classe compacte.

Définition 8.3.3 (Classe compacte d’ensembles). Une classe K de parties d'un ensemble E est dite
compacte si, pour toute famille (K,),>o € K" telle que 5o Kn = 0 il existe N > 0 tel que ﬂﬁrzo K, =
0. -

Théoréme 8.3.4. Soit, pour tout i € I, (E;, F;, p;) un espace probabilisé. On suppose que, pour tout
1 € I, il existe une classe compacte IC; C F; telle que

VA€ F;, pi(A)=sup {,ui(C),C € ICi}.

Alors, il existe une unique probabilité p sur (Hiel Ei,Qicr fi), notée @,y ki, telle que pour tout
(Bi)icr € HZ-GI Fi avec B; = E; sauf pour un nombre fini de i € I,

CRIDE T

La famille (X;);er des projections est une famille de variables aléatoires indépendantes telles que, pour
tout v € I, X; soit de loi p;.
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Démonstration. On introduit 1'algebre de Boole C constitués des cylindres c’est a dire les ensembles
[Lic; Bi ot (Bi)ier € [l Fi tels que B; = E; sauf pour un nombre fini. Par définition, la tribu
&);cr Fi est la plus petite tribu rendant les projections X; mesurables. On montre facilement que C
engendre cette tribu. Ensuite, pour un cylindre C' € C, alors il existe J C I fini tel que

c=J]¢ix [[ Ei, avec CjeF, jel

jeJ JENJ

Pour ce cylindre C, on pose
w(C) = T 1 (C).
jEJ

11 est alors clair que p(@) = 0 et que p est finiment additive. Il reste donc & montrer le dernier point de
la définition 2.2.21.

Lemme 8.3.5. La classe
D={Cx][]E; Ceki icI}
J#i

est compacte. De méme, la classe KC formée des intersections dénombrables d’éléments de D est compacte.
Démonstration. Voir | , D.78]. O

Soit (Ayn)n>0 une suite de cylindre telle que A, 11 C A, et [,~o An = 0. Soit également € > 0. Pour
chaque n > 0, il existe J,, C I fini tel que -

An = H A",j X H Ej.

JE€JIn JENTn

Pour chaque n > 0 et j € J,, rappelant que J,, est fini, on peut choisir C,, ; € K; de sorte que

wlAn) < 1T 1i(Cry) + <. (8.3)
JjEIn

On note Cp, = [[;c;, Cnj X Ilen s, E;- Observons que la condition de décroissance sur (A,) implique
que J,, C Jp41 et que pour tout j € Jp, Any1; C Ay ;. Ainsi, sans perte de généralité, on peut supposer
que Cp 11 C Cy.

Maintenant, (), ~qAn = @ implique (>, Cr = 0. Par propriété de compacité et décroissance de
(Cp), il existe N > 0 tel que, pour tout n > N, C, = 0 et u(C,) = 0. Finalement, pour tout n > 0,
w(Ay) < pu(Ch) + & = e. Ceci montre que lim, o, p(A,) = 0. Le théoréme est alors une conséquence du
théoreme 2.2.24. O

Le théoreme ci-dessus admet le corollaire suivant sous I’hypothese polonaise certes plus restrictive
mais néanmoins largement suffisante dans la presque totalité des applications.

Corollaire 8.3.6. Soit, pour tout i € I, (E;, F;, p;) un espace probabilisé. On suppose que, pour tout
i€,

— FE; est un espace polonais,

— F; est la tribu borélienne sur E;,

— u; est une mesure borélienne.
Alors, il existe une unique probabilité p sur (HiEI Ei, Qicr ]-'i), notée Q;cy i, telle que pour tout
(Bi)ier € [1;e; Fi avec By = E; sauf pour un nombre fini de i € I,

il i€l i€l
Démonstration. 1l suffit de de poser K; I’ensemble des parties compactes de FE;. O

119



Remarque 75. Dans le chapitre 5, nous avons construit la mesure de produit de fagon différente bien que le
théoreme de Carathéodory nous donne facilement 1’existence et I'unicité de la mesure produit. Cependant,
de ce théoréeme nous ne pouvions déduire le théoreme de Fubini qui explicite I'intégrale multiple en termes
d’intégrales itérées. Dans le cas d’un produit infini, il n’existe plus de telle formulation, en particulier, le

calcul de I'intégrale
f Q)i
[, re®

ZEI el

n’a rien d’évident.

8.3.3 Caractérisation de I’indépendance de v.a.r.

L’indépendance peut se caractériser & ’aide des trois caractérisations de lois, & savoir, fonctions tests,
fonctions de répartition, densités de probabilité. Ces résultats découlent facilement des définitions.

Proposition 8.3.7. Soient (X;)icr une famille de v.ax et f; : E; = R, i € I, des fonctions mesurables
bornées. Alors la famille (X;);cr est indépendante si et seulement si pour tout J C I fini

[ rxo| =TIEKE

jeJ jeJ

Proposition 8.3.8. Soit (X;);cr une famille de v.a.r.. Alors (X;):cr est indépendante si et seulement
st pour tout J C I fini et pour tout (t;)cs € R’

Fix,),e ((t)jer) =P | (WX <t} | = [T PG <) =[] Fx, (t)

jeJ jeJ jed

Proposition 8.3.9. Soit (X;);cr une famille de v.a.r.. On suppose que les v.a.r. X;, i € I, admettent
une densité p;. Alors la famille (X;);er est indépendante si et seulement si pour tout j € J fini le vecteur
(X;)jes € R admet pour densité la fonction p : R — R, telle que

p(x) = p(())jes) H pj(x;).
jeJ

Ezercice 30. Démontrer les quatre propositions ci-dessus, notamment dans le cas d’une famille finie (X;)
de variables aléatoires.

On note U? = {z € C% : |12+ --- + |24|? < 1}. Si X € N? est un vecteur aléatoire & coordonnées
entires, alors sa fonction génératrice est définie pour tout z = (21, , zq) € U? par

Gx(2) = B - 20) = B(=Y),

Proposition 8.3.10. Soit (X;);c; une famille de variables aléatoires & valeurs dans N. Alors la famille
(X)ier est indépendante si et seulement si pour tout J C I fini,

V(zj)jes € v’ Gx,)5e.((25)5e7) HGX (25)-
jeJ

Dans le chapitre 9, un résultat similaire impliquant les fonctions caractéristiques sera énoncé pour les
vecteurs aléatoires de R,
Le corollaire suivant est immédiat mais particulierement utile en pratique.

Corollaire 8.3.11. 5i X;,..., X, sont des variables aléatoires réelles indépendantes de densités respec-
tives fx,, alors la densité du vecteur (X1,...,X,) est donnée par

f(Xl,...,xn)(l”h s n) = fx (1) - fx, ().
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Remarque 76. Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de densités respectives fx et fy. Le corollaire
précédant implique que la densité f(x y) du couple (X,Y) est fix y)(2,y) = fx()fy(y). Comme nous
l'avons dit au chapitre précédant, la connaissance de la loi du couple permet de déduire la loi des
marginales mais la réciproque est généralement fausse. Si on suppose en outre que les deux variables X
et Y du couple (X,Y) sont indépendantes alors on peut déduire des lois marginales la loi du couple.

Corollaire 8.3.12. Soit (X,Y) un couple de variables aléatoires de densité h = hix,yy =hxhy —ie.
X et Y admettent une densité et sont indépendantes. Alors hxyy(u) = [phx(v)hy (u —v) dv est la
densité de X + Y. Cette transformation est appelée produit de convolution entre hx et hy et est noté
hX>khy.

Démonstration. Soit g : R? — R? une fonction continue bornée.

E(g(X +Y,X)) = /]Rz g(x +y,2)hx(x)hy (y) dzdy.

On pose u=x+y et v =2x donc x = v et y = u — v. Le déterminant de la jacobienne vaut en module
1. Apres le changement de variable, on obtient

E(@X+Y, X)) = /]Rz g(u,v)hx (v)hy (u —v) dudv.

On vérifie facilement, apres intégration par rapport a v que la densité de X + Y est donnée par

hix4v)(u) = /th(v)hy(u —v) dv.
O

Remarque 77. Ce corollaire donne une expression explicite de la densité de la somme de deux wv.a.r..
Pour n v.a.r. & densité, il faut itérer ces produits de convolution, soit itérer n — 1 intégrales. Ce procédé
devient vite infernal, on donnera au chapitre suivant une fagon plus facile de calculer la loi d’une somme
de v.a.r indépendantes.

Proposition 8.3.13. Soient X et Y deuz v.a.r. indépendantes alors cov(X,Y) = 0.

La réciproque est fausse sauf dans le cas ou le couple (X,Y’) est gaussien, c’est a dire pour tout
t,s € R la variable tX + sY est gaussienne (voir le chapitre 10 pour un contre-exemple).
Si (Xp)n>0 est suite de variables aléatoires admettant chacune un moment d’ordre 1, alors il vient

facilement que
N N
E (Z Xn> = ZE(Xn).
n=0 n=0

Sous 'hypothese d’indépendance, on peut également expliciter la variance.

Proposition 8.3.14. Soit (X,,)n>0 une suite v.a.r. indépendantes admettant chacune un moment d’ordre

2. Alors,
\Y% <Z Xk> = V(X,).
k=0 k=0

Démonstration. Calculons

()| (B -

Par indépendance, E(X;X;) = E(X;)E(X;) sauf lorsque ¢ = j. Et donc, aprés simplification

. 2
ZKg]) = Z E(X;X;) - Z E(X;)E(X;).

k=0 0<i,j<n 0<i,j<n

n

\Y (Z Xk> =Y [E(XD) —E(Xx)*] =) V(Xy).
k=0 k=0 k=0
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8.4 Une application du second lemme de Borel-Cantelli

Soit A = {0,1} un alphabet fini et (X,,),>1 une suite de variables indépendantes. On suppose que
pour tout n > 1, P(X,, =1) =1-P(X,, =0) = p pour p € (0,1). Autrement dit les variables aléatoires
X, sont identiquement distribuées de loi commune la loi de Bernoulli de parametre p € (0,1) notée B(p).
On dit que (X,)n>1 est une suite de v.a. indépendantes et identiquement distribuées, on note souvent
i.4.d..

On définit la variable aléatoire 7 & valeurs dans N par

T=inf{n>1:X, =1} et infd=co.

Pour tout n > 1, P(1 = n) = (1 — p)" !p. Autrement dit, 7 suit une loi géométrique de parametre p.
Cette variable aléatoire 7 est finie p.s. :

P(r=00) =P | ({X. =0} —qlgrolop<ﬂ{xn—o}> = lim (1—p)’p = 0.

n>1 n=1
Le lemme de Borel-Cantelli implique que

P(limsup{X, =1}) =1 <= Y P(X, =p) = .

n>1

Autrement dit, 'événement {X,, = 1} arrive infiniment souvent.

En fait, en notant A, = {X,, =1, X,41 =1,..., X,y (,—1) = 1} pour k > 1 et n > 1. Les événements
(An)n>1 ne sont pas indépendants a cause du chevauchement. Par contre les événements (Agy)n>1 sont
indépendants en utilisant la propriété d’indépendance par blocs. De plus P(Ay,) = p* pour tout n > 1
et k > 1 si bien que ), P(Ag,) = oo pour tout & > 1. Par conséquent, pour tout k > 1, 'événement
Apgn se réalise infiniment souvent. Comme {Ay, i.s. } C {4, is. }, il vient que P(limsup 4,,) = 1.
Concretement, cela signifie que dans l'expérience du pile/face (prendre p = 1/2 par exemple), on trouve
infiniment souvent des sous-suites de k faces consécutives, k étant fixé mais pouvant étre arbitrairement
grand. Notons 7%(w) = inf{n > 1:w € A,} la premiere occurrence de 1’événement A,,. La loi de cette
variable aléatoire est plutot difficile a calculer, car avant cette premiere occurrence il peut se passer a peu
pres n’importe quoi sauf, bien entendu, I'occurrence d’un k-bloc de faces. En particulier, il peut y avoir
des ¢-blocs de faces avec ¢ < k. Si nous étions en mesure de calculer son espérance, nous constaterions que
celle-ci croit tres vite avec k de sorte qu’il faille attendre tres longtemps en moyenne pour voir apparaitre
ces grands blocs.

Pour terminer, a I'aide de I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev, pour tout € > 0,

Pl |- X, —p| > < 0.

Cela donne un premier résultat de type loi des grands nombres (on lappellera loi faible des grands
nombres) : la moyenne arithmétique des X,, est avec grande probabilité dans un intervalle de largeur
2¢ > 0 centrée en p = E(X7); cette probabilité est d’autant plus grande que n est grande.
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Chapitre 9

Fonctions caractéristiques

La notion de fonction caractéristique provient de ’analyse et plus précisément de la théorie de Fourier.
Cette théorie, dont les prémices remontent a un peu plus de deux siecles, est tres riches et fait intervenir un
grand nombre de concept d’analyse et d’analyse fonctionnelle. Nous nous restreindrons ici aux propriétés
utiles dans le cadre des probabilités et des statistiques, lesquelles pour la plupart ne seront pas démontrées.

9.1 Fonction caractéristique d’une v.a.r.

Définition 9.1.1. Soit X une v.a.r.. La fonction caractéristique de X ou transformée de Fourier de X
est la fonction ¢x : R — C définie pour ¢t € R par

ox(t) = E(e'X) = / P x (dx). (9.1)
R
Si X est une variable discréte — pour fixer les idées, & valeurs dans N —, I"équation (9.1) se réécrit
px(t) =Y e""P(X =n).
n>0

Remarque 78. La fonction génératrice de X est donnée par

Gx(z)=)» 2"P(X=n), z€l.

n>0

Ainsi, au moins formellement, la fonction caractéristique de X n’est rien d’autre que la fonction généra-
trice évaluée en z = €%, t € R.

Si X est une v.a.r. de densité f, alors I’équation (9.1) se réécrit

px(t) = /Reimf(x) dz.

Eu égard au théoréme central limite que I’on démontrera au chapitre 12, il est important de connaitre
la fonction caractéristique de la loi normale centrée réduite.

Proposition 9.1.2. Soit X ~ N(0,1). Alors
ex(t) = e_tz/z, teR.

Démonstration. On souhaite calculer

2 . dx
1) = e 7 /261tw )
ext) = [ -

11 est facile de montrer que px est C! et la dérivée est donnée par

2 . dx
(¢ :/7:1‘671 /2€ztm’7'
@X() R \/ﬂ
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Une intégration par partie (par rapport & « donc) donne
; dx ; 2 S . 2 dx
I (#) = / ix€7m2/2eztm — [_eztzefz /2:| —t/ et o= /2 )
©x (1) . 7777 . . o

Ainsi, la fonction ¢ x satisfait I’équation différentielle linéaire du premier ordre a coefficient non constant
¢’y (t) + tpx (t) = 0. Une solution est donnée par

px(t) = px(0)e Jos dn = e71/2,
La théorie des équations différentielles linéaires implique que c¢’est 'unique solution. O

Proposition 9.1.3. Soit X une v.a.r.. Alors la fonction caractéristique de X est une fonction continue
bornée vérifiant, pour t € R,

1 Jex(t)| < 1;

2. ox(—t) =px(t);

3. Yaxib(t) = e®px(at), a,b e R;

4. Si X est supposée symétrigue — X et —X ont méme loi — alors px(t) € R.

Démonstration. La continuité de px est une conséquence du théoreme de convergence dominée avec une
fonction de domination constante égale & 1 et de la continuité pour tout w € Q2 de la fonction t — X,

1. Pour tout t € R, ) )
‘@X(t” _ |E(eti)’ S E|eti| =1.

2. Pour tout t € R, ] -

ox(—t) = BE(e” ") = E(eitX).
3. Pour tout t € R 4 ) ) .

SDaXer(t) — E(ezt(aX+b)) — ezth(ez(ta)X) _ €1tbipx (at).

4. Puisque X et —X ont méme loi alors

SDX(t) — E(eitX) _ E(e—itX)7

et donc par le point 2), px(t) € R.
O

Remarque 79. On vérifie facilement que si X ~ N (0,1) alors Y = 0X + p, p € R et o > 0, suit une loi
normale A (u,0?). A T'aide de la proposition et de I’expression de la fonction caractéristique d’une loi
normale centrée réduite, on obtient

. 2,2 2,2
ztue at/2:eztu at/2.

py(t)=e
Comme son nom l'indique, la fonction caractéristique caractérise la loi d’une v.a.r..
Théoréme 9.1.4. Deuz v.a.r. X et Y ont méme loi si et seulement si leurs fonctions caractéristiques
coincident, i.e. px = Yy.
Ce théoreme donne une quatrieme méthode pour calculer la loi d’une v.a.r.. La encore, cela dépendra
de la problématique.

Démonstration. Si X et Y ont méme loi, il est clair que leurs fonctions caractéristiques coincident.

La réciproque est un peu subtile et provient de la formule d’inversion de Fourier, nous admettrons ce

résultat. O
Il peut étre utile parfois de savoir reconnaitre qu’une fonction est une fonction caractéristique.

Théoréme 9.1.5 (Bochner). Une fonction ¢ : R — C est la fonction caractéristique d’une v.a.r. si et
seulement si les trois conditions suivantes sont satisfaites :

1. |pt)] <1 pourteR et p(0)=1;
2. ¢ est uniformément continue ;
3. @ est définie positive :
VneN*, V(ty,...t,) ER", Y(z1,...,2,) €C": > oty —t) 2 2 >0
k.l

Démonstration. Admis. O
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9.2 Fonctions caractéristiques et moments

Comme avec les séries génératrices, il existe une relation entre dérivée de la fonction caractéristique
et moment d’une variable aléatoire réelle.

Théoréme 9.2.1. Soit X wune v.a.r. admettant un moment d’ordre p € N. Alors, la fonction ca-
ractéristique est de classe CP. De plus,

o® (1) = FB(XFX), 0<k < p.

En particulier,

(k)
y_ Px (0

0<k<np.

Démonstration. 1l s’agit d’une conséquence du théoreme de convergence dominée de Lebesgue et plus
spécifiquement du théoreme de dérivation sous le signe intégral. O

Remarque 80. La réciproque est en général fausse : ¢’y (0) peut exister sans pour autant que X admette
un premier moment (voir I'exemple 42 ci-dessous). Par contre, si px est C2 alors X admet un second
moment (voir | D.

Ezemple 42. Sur Z on considere u(z) = ¢/(2%log 2) pour z > 2 (et 0 sinon) oll ¢ > 0 est une constante
convenable. Clairement, )., zu(z) = oo. Pourtant, on montre que /i est dérivable en 0.
Par définition, pour tout t € R,

A
t o2 t  k2ln(k)

S0 — 1 ith _ | 1— t
1(t) _ e c CZ cos(nt)

= tn2In(n)

Considérons la séries a termes positifs

1 o= 1— cos(nt
t 7;2 n? ln(gv,) : ' 9:2)

Pour tout ¢ € (0, %), nous découpons la série suivant que n est plus grand ou plus petit que 1/¢. En
remarquant que z — (In(z))~! et * — 272 sont décroissantes, on obtient d'une part

1 1 — cos(nt) 2 1 9 /oo dz
Y < - P az
2 = 5 < .
t ey In(n) tin(t) et n tin(t) Jjsy @

D’autre part, en utilisant I'inégalité, 1 — cos(z) < %, ¢ € R, il vient

1 1 — cos(nt) 1 t "o de t T oda
P2 T St ey Sma 2 /nlln(x)gln(2)+t /0 n(z)’

2<n<1/t 2<n<1/t 3<n<|1]

Il reste donc a montrer que le second terme tend vers 0. Pour cela, il suffit de remarque

/ Y dx R

el - 00
2 In(z) v

si bien que la regle de I’'Hopital implique

Y _dx
2 In(x)

Y

1
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9.3 Fonctions caractéristiques de vecteurs aléatoires

Soit X un vecteur aléatoire dans R?. La fonction caractéristique de X est la fonction px : R* — C
définie pour tout ¢t € R? par _
px () = B,

ot (-,-) est le produit scalaire usuel sur R?.
Ainsi si X est un vecteur aléatoire de densité f : R? — R, alors

px(t) = [ (@) do.

Proposition 9.3.1. Soit X un vecteur aléatoire dans Re. Alors sa fonction caractéristique px est une
fonction continue bornée vérifiant, pour tout t € R,

1o Jex (@) < 1;
2. px(=t) = ox(t) ;
3. si A€ My 4(R) et B € RP alors

oaxyn(t) = Blox(A*t), VteRP,
ou A* est l’adjoint de A.
. st X est supposée symétrique, alors ox est a valeurs réelles.
4 PP Y q @

Théoreme 9.3.2. Deux vecteurs aléatoires X et Y ont méme loi si et seulement si leurs fonctions
caractéristiques coincident i.e. px = py.

Si p:R? = R est C', on note Vo le gradient de .
Proposition 9.3.3. Soit X = (X1,...,X4) un vecteur aléatoire.

1. Si X admet un moment d’ordre 1, alors px est C! et
E(X)=—-iV*px(0).
2. Si X admet un moment d’ordre 2, alors ¢ x est C? et
Cov (X;, X;) = —87,0x(0) + 0;0x (0)9;0x (0).

3. de maniére générale, a l’'aide de multi-indices, si X admet un moment d’ordre p, alors px est de
classe CP et pour tout o = (o, ..., aq) € N? tel que |a| = a1+ +ag <p

E(X%) =i~1og2 %0 (0),
ol X = XM .. X5,

Remarque 81. Il faut encore une fois faire attention au notation. En général, 'opérateur V est représenté
en ligne : V = (01, ...,0y). Pour étre cohérent avec notre convention de vecteur colonne, on doit prendre
la transposée V*.

Démonstration. Exercice. O

9.4 Fonctions caractéristiques et indépendance

Théoréme 9.4.1. Deur v.ar. X et Y sont indépendantes si et seulement si p(xy) = px Py -

Démonstration. Si X et Y sont indépendantes, le résultat suit directement de la proposition 8.3.7. La
réciproque fait appel a I’analyse de Fourier et dépasse un peu le cadre de ces notes. O

Ezemple 43. Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r i.i.d. et posons S,, = X7 +- - -+ X,,. Alors, pour tout n > 1,
et tout t € R,

I1 em} =[[E["] =px. )"

i=1



Chapitre 10

Vecteurs gaussiens

10.1 Manipulation des vecteurs gaussiens

Le role central de la loi normale en statistique et notamment dans le théoreme central limite que ’'on
montrera au chapitre 12 motive I’étude des vecteurs gaussiens qui sont en quelque sorte ’équivalent en
dimension supérieure de la loi normale. On parle d’ailleurs parfois de loi normale sur R%.

Rappelons tout d’abord que si X ~ N (m,o?) alors

(:c—"m)2
— elle a pour densité la fonction z - ——e~ " 2.2 lorsque o2 ;
p v q >0;

— elle est presque stirement égale & m lorsque 02 = 0;
— sa fonction caractéristique est donnée par

242
wx(t) =exp (imt - 02> .

On se place dans la base canonique de R% Si X est un vecteur aléatoire & valeurs dans R?, on
considérera toujours X comme un vecteur colonne (méme si, encore une fois, X est écrit en ligne pour
des raisons typographiques), c’est & dire en notant u* la transposée de u, X = (X1,..., Xq)*.

Si A est une matrice réelle de taille ¢ X d et b un vecteur de R?, le vecteur aléatoire Y = AX + b
appartient & L2 dés qu’il en va de méme pour X. On vérifie facilement que

E(AX +b) = AE(X)+b et Cov (AX +b) = ACov (X)A*.

En particulier, si u € R%, la variable réelle u* X a pour moyenne u*E(X) et pour variance V(u*X) =
u*Cov (X)u. Par conséquent, Cov (X) est une matrice réelle symétrique semi-définie positive.

Définition 10.1.1. Soit X un vecteur aléatoire dans R?. Le vecteur aléatoire X est dit gaussien si, pour
tout t € R, t*X est v.a.r. gaussienne.

Remarque 82. Si X est un vecteur gaussien, chacune de ses coordonnées sont des variables aléatoires
gaussiennes.

Ezemple 44. Tl ne suffit pas que chacune des coordonnées d’un vecteur aléatoire soit gaussienne pour que le
vecteur soit gaussien. En effet, si X et £ sont deux v.a.r. indépendantes, X ~ N (0,1) et P(e = £1) = 1/2,
alors X suit une A(0,1) mais le couple (X,eX) n’est pas un vecteur gaussien. En effet, d’un coté, en
utilisant I'indépendance,

) ) . E eitX +E efitX
E(eztsX) _ E(ezteXls:l + eltEX]-s:—l) — ( ) 5 ( ) _ e,t2/2,

ou l'on reconnait la fonction caractéristique d’une v.a.7. gaussienne. D’un autre co6té, toujours en utilisant

I'indépendance et en décomposant selon les valeurs que peut prendre €, on obtient

px(t+s)+ox(t—s)

E(exp(itX +iseX)) = 5

7 ox (H)ex (s).
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Proposition 10.1.2. Soient X1, ..., X, des v.a.r. gaussiennes et indépendantes, alors X = (X1,...,Xq)
est un vecteur gaussien.

Démonstration. Soit t € R?, on vérifie que t*X = Z?:l t;X; suit une loi normale. En effet, par indé-
pendance, en supposant que X; ~ N (m;, 032-), on calcule

d d 5 d
i st* ist: X s . S
SOX(S) — E(ezst X) = H E(ezstng) =exp | ts E mjtj — 5 E U?t? ,
Jj=1 Jj=1

Jj=1

ol l’on reconnait la fonction caractéristique d’une v.a.r. gaussienne de moyenne m et de variance o2

données par
d d
_ o 2 _ 2,2
m = E tym; et o= E o;t;.
j=1 j=1
O

Théoréme 10.1.3. Un wvecteur aléatoire X est gaussien dans R? si et seulement si sa fonction ca-

ractéristique est de la forme
. t*I't
t—rexp|it™m — 5

oum € R et T' est matrice d x d semi-définie positive.
Démonstration. Supposons X gaussien alors t*X est une v.a.r. gaussienne pour tout ¢ € R?. Ainsi,

px(t) = pr-x (1) = exp {iE(t*X) - V(ZX)} = exp {it*E(X) - t*CO\;(X)t} )

Réciproquement, on suppose que x (t) = exp {it*m — %} alors pour tout ¢ € R

t*I't
pirx(c) = px(ct) = exp {it*mc - 202} .

Ceci montre, pour tout t € R%, que t*X est une v.a.r. gaussienne de moyenne t*m et de variance t*T't.
D’autre part, comme pour tout vecteur aléatoire, nous avons, pour tout t € R%, Et*X) = t*E(X) et
V(t*X) = t*Cov (X)t. Ceci montre que m = E(X) et I' = Cov (X). O

Corollaire 10.1.4. Si X € R? est gaussien alors sa loi est complétement caractérisée o laide de son
espérance et sa matrice de covariance.

Corollaire 10.1.5. Soit X = (X1,---,Xy) € RY un vecteur gaussien. Alors les composantes X1,..., Xq
sont des v.a.r. indépendantes si et seulement si la matrice de covariance de X est diagonale.

Proposition 10.1.6. Soient X un vecteur gaussien de R?, b € R? et A une matrice réelle de taille q x d.
Alors Y = AX + b est un vecteur gaussien de RY et de matrice de covariance ACov (X)A*.

Démonstration. Soit t € RY, alors t*Y = t*(AX) +t*b = (t*A)X + t*b est gaussien car t*A € R? et
t*b € R et X € R est gaussien. Le reste de la proposition est immédiat. O

Proposition 10.1.7. Soient X un vecteur gaussien, A et B deux matrices réelles de tailles respectives
gxdetrxd. Alors AX et BX sont indépendants si et seulement si ACov (X)B* = 0.

Remarque 83. Notons que AX et BX sont des vecteurs de R? et R" respectivement. Ceci reste cohérent

avec la définition d’indépendance de deux variables aléatoires puisqu’il n’est pas nécessaire que celles-ci
prennent leurs valeurs dans un méme espace.
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Démonstration. Notons m = E(X) et T' = Cov (X). Soit C la matrice réelle de taille (¢ 4+ r) x d définie
par C = (4) et soit Y € R?™" défini par Y = CX = (4% ). D’apres la proposition 10.1.6, Y est un
vecteur gaussien et on a E(Y) = Cm, Cov Y = CTC*. Le théoréme 10.1.3 implique

1
Yu € RIT" oy (u) = exp {iu*Cm - QU*CI‘C*u} .

Ecrivons u = (§) avec s € R% et £ € R". On a u*C = s* A + t* B et donc
u*CTC*u = s"ATA* +t*BTB*t + s"AI'B*t + t*BT'A*s = s*AT'A*s + t* B’ B*t + 2s* AI'B*t.
Finalement, on calcule
vy (u) =expq is"Am — 25 AT A*s » exp q it*Bm — §t BT'B*t p exp{—s"AT'B*t}.
Or AX et BX sont naturellement des vecteurs gaussiens et d’apres le théoreme 10.1.3 I’égalité ci-dessus
se réécrit
oy (u) = pax (s)ppx(t) exp{—s"AT'B"t}.

Par conséquent, AX et BX sont indépendants si et seulement si pour tous s € R, t € R", s* AI'B*t = 0.
Autrement dit, si et seulement si AI'B* = 0. O

Remarque 84. Si XY sont deux vecteurs gaussiens indépendants a valeurs dans R? et R” respectivement,
alors Z = (3£) est un vecteur gaussien de RI*".

Théoréme 10.1.8. Soient m € R? et T' une matrice d x d réelle symétrique semi-définie positive.

1. 1l existe un vecteur gaussien X a valeurs dans R de loi N'(m,T') c’est a dire tel que E[X] =m

et Cov (X) =T.
2. X admet une densité si et seulement si I' est non dégénérée. Dans ce, la densité de X s’écrit
1 (:r—m)*l"l(x—m)}
Ve e RY, r)=———"—"-—"¢€x {— .
) = o iae T O 2

Sinon X est concentrée sur espace affine m + (ker T')L.

3. Il existe o > 0 tel que E(ea‘XF).

Démonstration. Soient Y7, ..., Y, des variables indépendantes de loi N'(0,1) et notons Y = (Y1, ...,Yy)*.
Alors Y est un vecteur gaussien d’espérance nulle et de matrice de covariance Cov Y = I.

La matrice ' est symétrique semi-définie positive, aussi notant X2 = diag (02, .. .,05) la matrice
diagonale constituée des valeurs propres (toutes réelles positives) de T, il existe une matrice orthogonale
A telle que I' = AX2A*,

Pour le point 1, on pose X = m + AXY. Alors X est un vecteur gaussien comme la transformation
affine d’un vecteur gaussien. De plus, E(X) = AXE(Y) +m = m et Cov (X) = AXCov (V)X*A* =
AY2A* =T.

Pour le point 2, supposons I' inversible si bien que X est également inversible ou encore les valeurs
propres de I' sont toutes strictement positives. D’autre part, les composantes de Y étant indépendantes
et gaussiennes, la densité de Y est donnée par

I w3
fy(y) = We 2
Soit g : RY — R, mesurable positive, alors
llvil3

E[f(X)] = E[f(m + AXY)] = W /Rd f(m+ AXy)e™ 2 dy.

Effectuons le changement de variable z = m + AXy, i.e. y = "' A~ (2 — m). On a alors,

B[f(X)] = (QWI)M /Rd exp{_IIE A 2(zm)||2} det 5141 da.
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On remarque pour conclure que, A étant orthogonale, |det ¥~ 1A~!| = (det I')~'/2. De plus, A* = A~!
ainsi
1Az —m)|3 = (z —m)*" A A (2 —m) = (z —m)* T Hz —m).

Par conséquent,

E[f(X)] (z=m) Tz - m>} iz,

et
= — f(z)exp {—
(2m)ddet T Jra (@) 2
ou l'on identifie la densité de X.

Si I' n’est pas inversible, considérons uq,...,u,, 1 < r < d, une base orthonormale de ker I". On a
donc .

{X em+ (ker T)*"} = [ {uj (X —m) = 0}.
j=1

Or, pour tout u € ker T', on a V(u*(X — m)) = u*Cov(X)u = 0. Par conséquent la v.a.r. u*(X —m) est
presque slirement égale & sa moyenne qui est nulle. D’ott P(uf(X —m) = 0) =1 pour tout ¢ = 1,...,r
et donc P(uf(X —m) =0,Vi =1,...,r) = 1. Dans ce cas la loi de X est supportée par I’espace affine
m + (ker T')* de dimension strictement plus petite que d. En particulier, X n’admet pas de densité par
rapport a Aq.

Pour le point 3, remarquons que si G est une v.a.r. de loi N'(0, 1), alors pour tout s < 1/2, en faisant
le changement de variable z = xy/1 — 2s, on a

B( ) E( st) 1 / sz —x?/2 d 1 / ,Tz(l;%) d 1
S) = e = —— e e xr = —F— e xr = —F—.
2 Jr V21 Jr V1 —2s

Pour s > 1/2, (s) = co. Puisque A est orthogonale, on a
E [eanx—mnz} ) [eanzw%} _E {ea Z;‘:lofﬂ :

et comme les variables Y; sont 7.i.d. de loi commune une A/(0,1) on obtient

E [eanx—mu%} — ﬁ E [ew?Yf] — ﬁ Blao?).
j=1 J=1

Cette derniere quantité est donc finie lorsque amax;<407 < 1/2. Pour finir, remarquons que || X||3 <
4| X — m||3 + 4||m||3 et donc que

E [eauxni} _ ctalmlzg {e4anX—mn§} ,

D’ou l'existence d’'un moment exponentiel d’ordre av > 0.

10.2 Loi du x?, moyenne et variance empiriques

Définition 10.2.1. Soit X = (Xi,...,X4) un vecteur gaussien centrée réduit, c’est a dire m = 0 et
I' =1, Laloi de | X|* = X? +...X2 s’appelle la loi du chi-deux a d degrés de libertés; on note x?(d)
ou x2.

FEzemple 45. On rappelle que la loi gamma de parametres a > 0 et s > 0, notée I'; o, admet pour densité

S

Vs,a(T) = I‘O(és) 33371670“’31]1&F (), ze€R, avec I(s) z/ 5 e ™ du.
0

Si X ~T'5q et Y ~ T, sont indépendantes alors la loi de X + Y est une 'y . Pour montrer ce
fait, on peut par exemple utiliser le corollaire 8.3.12 :

OZS s— —a at — —a(x—
%,a*%,a(x)=/R y*le ylnm(y)f)(x—y)t tem g (w —y) dy

T(s) T(t
as+t x 1 1 aert
— efoc:r s— T — — d —_ xSthflefOééE’
T(s)C(t) /0 ye =T Ay = py
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la derniere égalité étant obtenue a l'aide du changement de variable y = zu et en utilisant 1’égalité

B(a,b) = FF(EQEES) — c¢.f. par exemple I’exercice 6 de la planche de TD1.

Lemme 10.2.2. La loi du chi-deur a n degrés de liberté est la loi Iy, )5 1/o donc de densité

2-n/2 /21 —z/2
T — e T 14 ().
(n/2) rt (2)
Démonstration. On commence par remarquer que si G ~ N(0, 1) alors G? suit une loi I'y/2,1/2- Donc si
X1,..., X, sont des variables aléatoires indépendantes gaussiennes centrées et réduites, alors la loi de
X%+ -+ X2 suit une loi Trnj2,1/2- [

Théoréme 10.2.3 (Théoreme de Cochran, version simple). Soient X un vecteur gaussien de R de
loi N(0,1). L’espace R™ peut s’écrire comme la somme directe de F et F*-. Notons Pr la projection
orthogonale sur F'. Alors
1. les vecteurs aléatoires PpX et (I—Pp)X sont indépendants de loi respectives N (0, Pr) et N'(0, (I—
PF)) ’
2. les variables aléatoires ||PrX||* et ||[(I — Pp)X||? sont indépendantes et de lois respectives x?(q)
et x2(d — q) ot q est la dimension de F ;

Remarque 85. A toute fin utile, rappelons que (I — Pr) est la projection orthogonale sur F'+.

Démonstration. 1. Soit (u1,...,uq) une base orthonormée de F et (ug41,...,uq) une base ortho-
normée de F-. Alors (u1, ..., uq) est une base orthonormée de R?. Notons U la matrice de passage
de la base standard & la base (u1, ..., uq). La matrice U est orthogonale, en particulier U~! = U*.
Les projections orthogonales sur F et F'*- s’expriment comme suit dans la base (uy, ..., uq)

Pp=UILU* et (I—Pp)=U(I—1I,)U"

: d
En effet, si 2 =), _; xju;, on calcule

d q q
Prx=Ul,U*x=Ul, inei = UZmiei = Zajzuz
i=1

=1 i=1

On pose Y = U*X. C’est encore un vecteur gaussien de moyenne E(U*X) = U*E(X) =0 et de
matrice de covariance Cov (Y) = U*IU = I. Notons que le vecteur Y n’est rien d’autre que le
vecteur X exprimée dans la nouvelle base.
On remarque immédiatement que PpX = UIL)Y et (I — Pp)X = U(I — I,)Y sont des vecteurs
gaussien centrées de covariance respectives Ul [;U* = Pp et U(I —I;)(I —1,)*U* = (I — Pr). De
plus, par la proposition 10.1.7, Pp(I — Pp)* = UIL,U*U(I — 1,)*U* = 0 donc PrX et (I — Pp)X
sont indépendants.

2. Pour le deuxieme point, en utilisant la nature orthogonale de U, les normes des projections sont
données par

1PrX|3 = VLU X3 = ULY|3 = 1Y 5 ~ x5

et
(I = Pe)X 3 = I(I = I)Y |3 ~ Xi—q»
car les variables aléatoires Y7, ..., Yy sont indépendantes et de loi gaussiennes centrées réduites.

O

Remarque 86. Ce théoréme est un analogue en “loi” du théoréme de Pythagore. L’identité ||z||3 =
|Prz||2 + ||(I — Pr)z|? pour z € R? devient en effet ||X||2 4 |PrX|13+ ||(I — Pr)X||3.
Le théoreme précédent se dérive en de multiples corollaires plus ou moins importants ou utile. A titre

d’exemple, nous en donnons deux, le deuxieme étant particulierement intéressant en statistique.
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Corollaire 10.2.4 (Théoréme de Cochran généralisé). Soit X un vecteur gaussien de R? de moyenne
w € R et de matrice de covariance o> pour o® > 0. Soit Fy,--- , F}, des sous espaces vectoriels, de
dimensions respectives dy, - - - dy, deuz d deuw orthogonauz tels que R? = Fy @ --- @ Fy,. On note P, les
projeteurs orthogonaux sur F;. Alors

1. les vecteurs aléatoires Y; = U_lpFi (X — ), 1 <i <k sont deux a deux indépendants de lois
respectives N'(0,0 1 Pr,) ;

2. les variables aléatoires réelles |Y;||?, 1 < i < k, sont deux a deuz indépendantes de lois respectives

X2 (ds).
Démonstration. On pose X = % ~ N(0,I) et on procede par induction l’aide du théoréme de Cochran
simplifié. O

Corollaire 10.2.5. Soit X un n-échantillon de loi N'(u,0?). On définit la moyenne et la variance
empiriques non biaisée de X

n

1 R
My==3 X, Vo=—73 (Xi— M)
=1 1=1

Alors M, suit une loi N'(u,0?/n), M, et V,, sont indépendantes et (n — 1)V, /o? suit la loi du x> _;.

Démonstration. Soit Y = (Y7,...,Y,)* un vecteur gaussien centré réduit. On note
1< 1
VvV — . 2 _ P 32
Y_EZYZ et R _n_IZ(YZ Y)2.
=1 i=1
La variable Y = %IY, c’est 'image de Y par la transformation linéaire A = %l(l7 )= % Ainsi, Y
~——

n
est une v.a.7. gaussienne centrée de variance 1/n.

On pose F = vect 1. On vérifie que la projection orthogonale sur F' notée Pr est définie par Pry = g1
ouy=<3" y. Eneffet, y1 € F et

n
(y—-7y1,1)=> (4 —7) =0,
i=1
si bien que y — 71 € F+. Par conséquent PrY =Y et Y — Y1 = (I — Pp)Y. En appliquant le théoréme
de Cochran en remarquant que F+ est de dimension n — 1. Ainsi la variable
n
Y -Y1P =) (Y, =V’ =(n-1)R ~x;_,
i=1
et est indépendante de Y. Ceci montre le théoréme dans le cas centré et réduit.
Si X est un n-échantillon de loi N'(u,0?), alors Y = o~ 1( X1 —p, ... , X — p1) est un vecteur gaussien

centrée réduit et X = p1+ oY Il s’en suit immédiatement que X1 € F et X suit une loi gaussienne de
moyenne y et de variance 2. De plus, X — X1 = o(Y — Y1) € F* si bien que

1 - —
(n=1Vp/0* = | X = X1 = |V = V1" ~ x5

Enfin, V,, et X sont indépendantes car (I — Pr)X et PrX sont indépendantes et V;, ainsi que X sont
respectivement (I — Pr)X et PpX mesurables. O

Remarque 87. La loi de Student 7,, & n degrés de liberté est la loi de la variable —A— ou X ~ N(0, 1)

VY/n

est indépendante de Y ~ x2. Par conséquent, le résultat précédent montre que

M, —pn
ﬂ m ’7:7471'

Attention toutefois, nous sommes dans le contexte gaussien! En particulier, moyenne empirique et
variance empirique ne sont en général pas indépendantes.
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Chapitre 11

Convergences de suites de variables
aléatoires

11.1 Convergences trajectorielles

Soit (€2, F, P) un espace probabilisé et on considere (X,,),>1 une suite de variables aléatoires & valeurs
dans R%. Un certain nombre des résultats suivants s’adaptent sans difficulté majeure aux cas des variables
aléatoires a valeurs dans un espace métrique, nous ne considérerons pas ce niveau de détails.

11.1.1 Convergence presque siure ou presque partout

Définition 11.1.1. On dit que (X,,),>1 converge vers X presque-siirement si
P(nli_)rréoXn =X)=P{weq: nh_}n;o Xp(w) =X(w)}) =1
Proposition 11.1.2. Une suite de v.a.r. (X,),>1 converge presque sirement vers X si et seulement si
Ve >0, P(limsup{|X, — X|>¢e})=0.
Remarque 88. Attention, il s’agit de 'ensemble limite supérieure. Autrement dit, pour tout € > 0, avec

probabilité 1, | X,, — X| < € pour tout n > 1 sauf pour un nombre fini.

En probabilité on parle de convergence presque-sire la ou en analyse on parle de convergence presque-
partout. Bien entendu, dans le dernier cas, la mesure considérée n’est pas nécessairement une probabilité
mais les deux notions n’en restent pas moins identiques.

Démonstration. C’est une condition nécessaire. Fixons € > 0. Si w € limsup {|X,, — X| > €}, il existe
une infinité de n pour lesquels | X, (w) — X (w)| > € et la suite ne converge pas. Aussi, limsup {|X,, — X| >
e} C{limy—00 X, = X}G et donc

P(limsup {|X, — X|>¢}) <1-P(lim X, = X)=0.

n—oo

Pour la réciproque, considérons l'ensemble N = |J,-, limsup {|X,, — X| > 27%}. 11 vient facilement
que
P(N) <> P(limsup {|X, — X| >27%}) = 0.
k>1
Si w e NE, pour tout k > 1, w € liminf {|X,, — X| < 27*} et par suite, il existe un entier N = N (w) tel
que pour tout n > N, | X, (w) — X| < 27%. X,,(w) converge donc vers X (w) pour tout w € NC qui est de
mesure pleine. (Remarquons tout de méme que la convergence n’est pas uniforme). O

Corollaire 11.1.3. Si, pour tout € > 0, > -, P(|X,, — X| > ¢) < 00 alors (X,,)n>1 converge presque
strement vers X. -

Démonstration. C’est une conséquence du lemme 8.2.1 de Borel-Cantelli et de la proposition 11.1.2. [
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Ezxemple 46. Rappelons que si X est une variable aléatoire positive alors

E(X) <oo ssi ZP(X>TL) < 0.

n>0

Ce résultat a été vu en exercice lors du cours d’intégration, donnons-en une démonstration alternative.
Tout d’abord, X = fooo 1(t,00)(X) dt (le vérifier pour les fonctions étagées positives) et en prenant
I’espérance le théoréeme de Fubini implique

E(X)=E (/ODO 11,00 (X) dt> = /OOO E(1(;.00)(X)) dt = /OOO P(X >t) dt.

D’autre part, comme ¢t — P(X > ¢) est décroissante,
o) n+1
ZP(X>n+1)§/ P(X>t)dt=2/ P(X>t)dt <> P(X >n) (11.1)
n>0 0 n>0v " n>0

Si (Xp)n>1 est une suite variables aléatoires réelles identiquement distribuées alors X, /n converge
vers 0 p.s. dés que X; € L!. En effet, pour tout £ > 0

Y P(IXn| > ne) =Y P(IXy|>en) =Y P(e'X1| >n)

n>1 n>1 n>1

qui est finie si E(¢7!|X;]) est finie ou E|X;| < oo. Si les X,, sont de plus supposées indépendantes
alors le second lemme de Borel-Cantelli implique que P(limsup{|X,| > ne}) = 0 si et seulement si
> ns1 P(IXn] > ne) = co.

Le lemme suivant est utile lorsque ’on veut montrer qu'une suite converge presque sturement sans
connaitre la limite a priori.

Lemme 11.1.4. Soit (€,),>1 une suite de réels positifs tels que Y €, < 00. Supposons que
D> P(|Xnp1 — Xu| > &n) < 0,
n>1

alors (X, )n>1 converge presque sirement.

Démonstration. On écrit X, sous la forme X,, = Xy + ZZ;; Xg11 — Xg. Par le lemme de Borel-Cantelli
8.2.1, P(limsup{|Xp+1 — Xn| > en}) = 0. Or siw € liminf{| X, +1(w) — Xn(w)| < e}, il existe un entier
N = N(w) tel que pour tout k > N, | Xj11(w) — Xi(w)| < k. Dot la convergence de la séries. O

Proposition 11.1.5. Soit (X,,)n>0 est une suite de variables aléatoires a valeurs dans R?. Alors (X,)n>0

converge vers X € R? presque sirement si et seulement si pour tout i € {1,...,d}, la suite de la iéme

coordonnées X,(f) converge presque sirement vers la iéme coordonnées X de X. Si f : R* — RP est

une fonction continue, alors (f(X,))n>0 converge presque sirement vers f(X).

Démonstration. Elémentaire. O

11.1.2 Convergence dans L”

Définition 11.1.6. Une suite de variables aléatoires (X,,),>0 C L” converge vers X en moyenne d’ordre

p si
li_>rn E(|X, - X|?)=0.

Autrement dit, c’est la convergence en norme dans LP.

Théoréme 11.1.7. (Convergence dominée) Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires convergeant
vers X p.s. et telle qu’il existe une variable aléatoire Y satisfaisant

Vn>0, || X.]|<Y P-—ps, avec Y €LP.

Alors, (Xn)n>1 C L et converge vers X dans LP.
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Remarque 89. Notons qu'une suite X,, bornée convergeant presque-siirement vers X converge également
dans L? en choisissant Y = ¢ presque-stirement pour un ¢ > 0 convenable.

Proposition 11.1.8. Soit (X,,)n>0 C LY. Si (X,,)n>0 converge vers X dans LY alors (Xp,)n>0 converge
vers X dans LP pour tout p < q.

Démonstration. Inégalité de Holder O

Remarque 90. En fait, comme P est une probabilité et donc que les constantes sont intégrables, on a
que LP C L9 pour tout p < gq.

Les cas les plus utiles de la convergence en moyenne sont p =1 et p = 2.

Ezemple 47. Soit (X,)n>0 une suite de variables aléatoires réelles d’espérance p,, et de variance o2. On

suppose que
2
lim |p,| =00 et lim —% =0.
n—00 n—00 | iy

Alors, X,,/u, converge vers 1 dans L2. En effet, par définition :

1 o2

n

On remarque que par un calcul trés similaire et en appliquant I'inégalité de Cauchy-Schwartz, on obtient
la. converge dans L' sous les mémes hypotheses. Mais ce résultat découle bien entendu également de
I’emboitement des espaces LP.

11.1.3 Convergence en probabilité

Définition 11.1.9. Une suite (X,),>1 converge vers X en probabilité si
Ve >0, lim P(|X,— X|>¢)=0.
n— oo

Remarque 91. Remarquons que le symbole lim est a I’extérieur de la probabilité contrairement au cas de la
convergence presque-sire. C’est la raison pour laquelle la convergence en probabilité est plus faible (c.f. la
proposition 11.1.11). Etant plus faible, il est souvent plus facile de montrer une convergence en probabilité
qu’une convergence presque-sire. Cependant, cette convergence apporte moins d’informations.

Proposition 11.1.10. Soient (X,)n,>0 une suite de vecteurs aléatoires et f : R? — RP une fonction
continue. Alors

1. X,, converge vers X en probabilité si et seulement si X,(f) converge vers XO pour tout i €
{17 cee d} ;

2. si X, converge vers X en probabilité alors f(X,) converge vers f(X).

Démonstration. La preuve du point i) est élémentaire. Pour ii), ce n’est plus aussi immédiat que dans
le cadre de la convergence presque-sire. Puisque f est continue, elle est uniformément continue sur les
compacts. Fixons € > 0 et a > 0, alors il existe n = 7, tel que

lz| <a et |z—y|<n = |f(z)-fly)|<e.

Aussi, {|X]| <a}n{|X, — X| <n} C{|f(Xn) — f(X)] < e} et il vient, en passant au complémentaire
que

P(f(Xn) = f(X)] > &) < P{|X] > a} U{|Xy — X| > n}) < P(X] > a) + P X, — X[ > 1)
qui conduit a

limsup P(|f(X,) — f(X)] >¢e) =P(|X| > a) +lim_}supP(|Xn - X|>n).

n—oo

Nous avons € > 0,a > 0 et 7 > 0 et comme X,, converge en probabilité vers X, le second terme a droite
est nul. D’un autre coté, lorsque a tend vers oo, P(|X| > a) — 0 et donc la limite supérieure & gauche
de l'inégalité est en fait une limite laquelle est nulle. Ce qui montre le résultat. O
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La proposition suivante implique que la convergence en probabilité est la plus faible des convergences
trajectorielles.

Proposition 11.1.11. i (X,,)n>0 converge vers X presque-sirement ou dans LP, p > 1, alors (X,,)n>0
converge vers X en probabilité.

Démonstration. Supposons tout d’abord que X,, converge p.s. vers X alors
P(|X, — X|>¢) = E(1 o) (| Xn — XI)).

Or, 1(c o) (| Xn — X]) converge presque stirement vers 0 et reste bornée donc par le théoréeme de conver-
gence dominée, on obtient la convergence en probabilité. Si X,, converge vers X dans LP alors 'inégalité
de Markov donne

P(|X, — X|>¢) = P(|X, — X|” > ") < e PE(|X,, — X|") — 0.
O

Remarque 92. Si X,, converge en probabilité a la fois vers X et vers Y alors X =Y presque stirement.
En effet, soit € > 0

PlX-Y|>e) <P X - X,|+|X, Y| >e) <P(|X, — X|>¢/2)+P(|X,, - Y| > ¢/2).
Ainsi, sans préjuger de ’éventuelle convergence presque-sire ou dans L?, si X,, converge en probabilité
vers X, le bon candidat pour la limite presque-siire ou dans LP est également X.

Proposition 11.1.12. Soit (X,),>0 une suite de vecteurs aléatoires dans L? telles que

lim E(X,)=acR? et lim V(X,)=0.

n—oo n—oo
Alors X,, converge vers a en probabilité.

Démonstration. Soit € > 0, par hypothése, on peut trouver N > 0 tel que pour tout n > N, |E(X,)—a| <
£/2. On remarque alors, par 'inégalité triangulaire, que pour tout n > 0

{|Xn —a| > e} C {|X, — E(X,)| > ¢/2}.
Appliquant I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev

2V(X,,)

P(|X, —a| > &) < P(|Xn — E(X,)| > /2) < 0.

O

La réciproque de la proposition 11.1.11 est généralement fausse. Toutefois, dans certaines circons-
tances, la convergence en probabilité implique la convergence presque-siure et sous des conditions de
domination la convergence dans LP. C’est 'objet des deux propositions suivantes.

Proposition 11.1.13. Si une suite de variables aléatoires (X, )n>0 converge en probabilité vers X, alors
il existe une sous-suite (X, )r>0 qui converge presque-sirement.

Remarque 93. En particulier, toute valeur d’adhérence en probabilité d’'une suite (X,,),>0 est valeur
d’adhérence presque-stre.

Démonstration. Pour tout r > 0, lim,, . P(| X, — X| > 2_T_1) = 0. Il existe donc un entier n, tel que
Vn>n,, PX,-X|>2"""1H)<27 L

On peut supposer la suite n, strictement croissante puisque si n,. convient alors n,.+1 convient également.
Ainsi pour tout r > 0,

P(|X

s — X | >277) <P(|X —X|[>27"H+P(X,, —X|>2"H) <27,

Nyt 1

Alors le lemme 11.1.4 implique la convergence presque-sire de (X, ),>0. Notons Y la limite. La conver-
gence presque-sture implique la convergence en probabilité, donc du fait de la remarque 92, X =Y
presque-surement. O
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Proposition 11.1.14. Si X,, est une suite de variables aléatoires réelles décroissante et convergente
vers 0 en probabilité, alors X, converge presque-sirement (vers 0).

Démonstration. Puisque (X,),>0 converge en probabilité, par la proposition 11.1.13, il existe une sous-
suite ng T oo d’entiers telle que (X,,,)r>0 qui converge presque-stirement et la limite est nécessairement
0. Pour k£ > 0, on introduit Ny =sup{¢ > 0: ny; < k}. Alors, 'hypotheése de décroissance implique

X < Xp, < Xy, -

NN —1

Or, lorsque k — 0o, Ni — 0o puisque ny T oo et X — 0 presque-stirement. O

11.1.4 Convergence trajectorielle et critere de type Cauchy

Rappelons qu'une suite (z,,),>0 dans (R%, |- |) est dite de Cauchy si
Ve>0, IN>0: nm>N = |z,—z,|<e

Rappelons également que dans un espace métrique complet les suites de Cauchy sont exactement les
suites convergentes. La proposition suivante donne un tel critere de type Cauchy dans le cadre de la
convergence trajectorielle.

Proposition 11.1.15. Soit (X,,),>0 une suite variable aléatoire dans R.

1. (Xy)n>0 converge presque-sirement si et seulement si

Ve>0: lim P(sup|Xpir — Xn| >e)=0;

n—oo r>0

2. (Xn)n>0 converge en probabilité si et seulement si

Ve >0: lim supP(|X,qr — Xp| >¢)=0;

n—oo r>0

3. (Xpn)n>0 converge dans LP, p € [1,00) si et seulement si

lim sup E(| X4+, — X,,|P) = 0.

n—oo r>0

Remarque 94. Le symbole sup est a l'intérieur de la probabilité pour la convergence presque-stire 1a ot il
est a 'extérieur pour la convergence en probabilité. Cela illustre encore une fois le fait que la convergence
en probabilité est plus faible que la convergence presque-sire.

Remarque 95. Pour le dernier point, il s’agit en fait de la complétude des espaces L, p € [1,00). L’espace
L°° est également complet, on rappelle que la norme sur L*° est la norme du supremum essentiel :

IX|oo = inf{c > 0: P(|X| > ¢) = 0}.

Démonstration. 1. Si (X,,)n>0 converge presque-siurement, elle est donc presque-sirement de Cauchy,
c’est & dire que la variable aléatoire sup,~q | Xn+r — Xn| converge vers 0 presque-siirement donc
en probabilité. Aussi, B

Ve>0: lim P(sup |X,4r — Xp| >¢) =0.

n—oo n>r
D’ou le résultat. Réciproquement, supposons cette derniere condition satisfaite et introduisons la
variable aléatoire V,, définie par

Vo= sup |X,—X,|

pP2n,q=n

La suite (V,,)n>0 est décroissante (pour tout w € Q soit dit en passant) et converge vers 0 en
probabilité par hypothese. Ainsi, elle converge vers 0 presque-siirement par la proposition 11.1.14.
Avec probabilité 1, la suite (X,,) est donc de Cauchy, elle converge presque-siirement car R? est
complet.
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2. Si (X,,)n>0 converge vers X en probabilité, il vient, pour tout r € N, puisque | X, 4+, — X,| <
|Xn+r _X|+|Xn_X|a

P(| Xptr — Xpn| >e) <P(|Xpgr — X| >¢/2) + P(|X,, — X| >¢/2) <2supP(| X}, — X| > ¢/2).
k>n

Le majorant, qui ne dépend plus de r > 0, a droite tend vers la plus grande d’adhérence de
P(| X — X| > £/2), c’est & dire 0 par hypotheése de convergence en probabilité. Réciproquement,
si

Ve >0, lim supP(|Xp4r — Xp| >¢) =0,

n—oo r>0

on peut donc construire une suite strictement croissante d’entiers n,. telle que

sup P(| Xy, 46 — Xp, | >277) <277,
k>0

En particulier, P(| X, +1—Xp,.| > 277) < 277. D’apres le lemme 11.1.4, la suite (X,,.),>0 converge
presque-surement donc en probabilité vers une certaine variable aléatoire X. On a alors

P(|X; — X| > ) < P([Xo, — Xi| > ¢/2) + P([ X, — X| > £/2)
< SupP(|ch+T - Xkl > 5/2) + P(|Xnk - X| > 5/2)7
r>0

car k < ny. Lorsque k — oo, a droite de 'inégalité, le premier terme tend vers O par hypothese et
le second par la convergence en probabilité de (X, )x>0-

3. Pour le troisieme point, il s’agit de la complétude des espaces LP. Il est clair que (X,,)n>0 converge
en norme LP alors (X,,),>0 est de Cauchy dans LP. Réciproquement, soit (X, ),>0 une suite de
Cauchy dans LP, p € [1,00]. Afin d’avoir une notation unifiée, on travaille avec les normes plutot
qu’avec les espérances. Soit (X, )n>0 une suite de Cauchy dans LP, alors on peut trouver une
sous-suite ny strictement croissante tel que pour tout k > 0

X

Mk41

- chHP < Q_k'

On pose Y = >, o Xn,,, — Xn,|, c’est une fonction mesurable positive. De plus, on vérifie
facilement, a I'aide du théoreme de convergence de Beppo-Lévy et de l'inégalité de Minkowski,
que

IY1lp <D 1 Xy — X llp < 00
k>0

Ainsi, la série de variable aléatoire ), - (Xn,,, — Xy, )p converge absolument et donc presque-
stirement. La suite de variable aléatoire X,,, converge également presque-siirement vers un point
d’adhérence presque-sture de X,,, que I’on notera X. De plus,

HX - Xnk”p < Z ||X7Lk+1 - Xnk”p < 27
k>n

Ainsi, X est également une valeur d’adhérence de X,, dans L?. Finalement, on conclut en remar-
quant qu’'une suite de Cauchy admet au plus une valeur d’adhérence
O

Remarque 96. Dans le troisieme point, on montre au passage qu’une suite convergente dans LP admet
une sous-suite convergente presque-stirement.
11.2 Convergence étroite et convergence en loi

Les différents modes de convergence de la section précédente concernaient les variables aléatoires :

ce sont des modes de convergence de suites de fonctions, les variables aléatoires sont vues comme des
fonctions. Dans cette partie, on s’intéresse a la convergence des lois de variables aléatoires.
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11.2.1 Convergence étroite

Définition 11.2.1. Soit (iy,),>0 une suite de probabilités sur (R?, B(R?)). On dit que (1, )n>0 converge
étroitement vers p si pour toute fonction continue bornée f : R — R

lim f dpy, = / fdu.
Rd

n—oo

Remarque 97. La continuité des fonctions f est essentielle : si (p,)n—oo converge étroitement vers p, il
est en général faux de dire que p,(B) converge vers p(B) pour B un borélien quelconque. Par exemple,
d1/n converge étroitement vers do et 61 /,({0}) = 0 pour tout n > 1 tandis que do({0}) = 1.

Remarque 98. Une suite de probabilité (i, )n>1 converge étroitement vers (i, alors p est une probabilité.

Théoréme 11.2.2. Soit H C Cp(RY) tel que C.(RY) C #H''= . Une suite (ttn)n>0 de probabilités converge
étroitement vers p si et seulement si

Vi eH: /f djin /f e

Démonstration. Montrons tout d’abord le résultat dans le cas ot H est I’espace des fonctions a support
compact. On utilise un argument de troncature. Considérons, pour r > 0, la fonction 6, : Ry — [0, 1]
suivante : 0,.(x) = 1si x € [0,7], 0,.(z) =0 si z > 2r et 6, est affine sur [r,2r] — c.f. Figure 11.1.

\ ;

A\

8(x)

(a) Graphe de 6,. (b) Graphe de 1 — 6,.

FIGURE 11.1 — La fonction 6,. impliquée dans 'argument de troncature permet d’approcher une fonction
continue bornée par une fonction continue a support compact.

Si f est une fonction continue bornée et v une probabilité sur R%, on peut écrire

v(de) /f (Jef) v(dz) /f {1 — 6,(1a)] v(da),

<l (1= [ 00tie) via).

Appliquée aux mesure p,, et u, on obtient 'inégalité

<| [ 1@l patan) = [ 10104 utan)
Al (2= [ 0l ot = [ 0,02 @) (112

139

et

‘/Rd f(@)[1 =0, (|a])] v(dz)

[ 1@ wnldo) = [ @) i)




On remarque que pour tout r > 0, les fonctions z — 6,.(|x]) et  — f(z)0,(|z|) sont continues & support
compact si bien que, par hypothese,

tim [ F@0 () o) = / F@)0,(Jz) pu(de)

n—oo

lim 0-(|z|) pn(dx) / 0.-(|z]) p(dz). (11.3)
R4

n—oo

<2l (1 [ 0:eD) ).

Pour conclure, il suffit d’appliquer le théoréeme de convergence dominée : lim,_, 6-(Jz|) = 1 avec la
domination 0 < 6,.(|z|) < 1, la fonction constante égale & 1 étant intégrable puisque y est une probabilité.
Ceci implique que

Par conséquent, pour tout r > 0,

lim sup
n—oo

@) pntde) = [ $(a) utao)

Rd

lim | 6,(|e]) p(de) = p(RY) =

T—00 R4
On consideére désormais le cas d'un H C Cy(R?) et tel que C.(RY) C = Soit f € C.(RY), alors
pour tout h € H

< +2[f = hlloo-

[ 1) (o) = [ 1(o) nlaa

[ @) atd) = [ hia) utao)

Ainsi, pour toute fonction h € H,

< 2[|f = hlloo-

lim sup
n—oo

@) pnlde) = [ $(a) o)

Rd

Cette inégalité est donc valide pour tout h € H si bien que le membre de droite est majoré par infeqy || f—
hlloo = d(f, H) = d(f,ﬂl"”m) = 0 puisque C,(R%) C A O
Théoréme 11.2.3 (Portmanteau). Soient (i,)n>0 une suite de probabilités sur (R%, B(R?)) et p une
probabilité sur (R, B(R?)) Les assertions suivantes sont équivalentes.

1. La suite u,, converge étroitement vers .

2. Pour tout fermé F, limsup,,_, o pin(F) < u(F).

3. Pour tout ouvert G, u(G) < liminf, o pn(G).

4. Pour tout borélien tel que u(B \ Int B) = 0, lim, o0 pin(B) = u(B).

5

. Pour toute fonction bornée telle que u(Dy) =0, ot Dy est l'ensemble des points de discontinuité

de f
fim [ f@) dp(o) = [ $Go) dute
n—o00 Jpd
Démonstration. 1. Supposons que p,, converge étroitement vers p et donnons nous un fermé F' de

R?. La fonction fi(z) = (1 + d(x, F))™* est continue et bornée pour tout & > 1. De plus, f
converge en décroissant vers 1x. On a donc pour tout k& > 1

n—oo n—oo n—oo

lim sup p,, (F) = lim sup/ klim () dpn(x) < limsup fk ) dpn (z / fr(z) du(z
R4 — 00

Par convergence dominée, imy o0 [ra fr(2) dp(x) = p(F) et donc limsup,, , o pin(F) < p(F).

2. Les points 2 et 3 sont équivalent par passage au complémentaire.

3. Les points 2 et 3 implique le point 4. En effet, Int B C B C B pour tout borélien B. Par
conséquent,

u(int B) < hmlnfun(lnt B) < liminf u, (B) < limsup u,(B) < limsup(B) < u(B).

n—00 n—o00 n— 00
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4. La partie plus délicate consiste & montrer que 4 implique 5. Soit f : R — R une fonction
bornée. Par le lemme 7.2.16, l'ensemble Dy = {t € R : pu({z € R? : f(z) = t}) > 0} des
points de discontinuités de la fonction de répartition de la variable aléatoire réelle f définie sur
(R4, B(RY), 1) est au plus dénombrable. Son complémentaire D = DE est donc dense. Soit ¢ > 0
tel que || f]loo < ¢. Soit € > 0; il existe un nombre fini de points ¢y, to, ..., t,. de D tels que t; < —c¢,
tr > ¢ et maxy<;<, |t; — t;—1| < e. Considérons la fonction

r—1
- Z til[ti:tiJrl) (f(x))
=1

Alors, pour tout z € RY, | f(z) — g(x)| < max;<, |t; — t;—1] < &, de sorte que

\ [ s@unte) - [ o) duto

+ 2¢.

[ 1@) duafa) = [ 1@ duta

D’autre part, pour tout n > 0,

r—1

[ st = St € sticn)

et de méme pour l'intégrale de g contre p. Il reste donc a montrer, pour conclure, que pour tout
1 <i<r—1,lafrontiere de B; = {f € [t;,t;+1)} est de py-mesure nulle. Remarquons pour cela que
{z € DE 1t < f(x) < tiz1} est image réciproque d’un ouvert par une fonction continue (z € DE’C)
qui est contenu dans B; donc dans Int B. De méme, B C {z € DE it < f(x) <tiya1}UDy. Par
conséquent,

B\Int BCcU_{zx eR?: f(x) =t;} U Dy

et comme les t; sont dans D, le résultat s’en suit.

5. le fait que le point 5 implique le point 1 est immédiat.
O

Définition 11.2.4 (Tension). Une famille de probabilités M = (;);er sur (R% B(R?)) est dite tendue
si pour tout € > 0 on peut trouver un compact K C R? tel que, pour tout i € I, ,uz(KE)

Ezemple 48. Si la famille M = {u} ne contient qu’un élément alors M est trivialement tendue. Il en va
de méme pour toute famille finie, ou pour toute réunion finie de famille tendue. Si K est un compact non
vide de R?, on note M (K) I'espace des probabilité sur K. Cette famille de probabilité est trivialement
tendue.

Remarque 99. Cette notion se généralise tres facilement aux espaces topologiques. Un cas tres important
que I'on ne verra malheureusement pas dans ce cours est espace C°([0,1]) qui intervient naturellement
lorsqu’on étudie des processus stochastique continu (le mouvement brownien). La tension n’est alors rien
d’autre que la compacité faible sur I'espace des probabilités sur C%([0, 1]).

Théoréme 11.2.5 (Prokhorov). Toute famille de probabilité M sur R% tendue est relativement compact
pour la topologie de la convergence étroite. Autrement dit, de toute suite (fin)n>0 C M, on peut extraire
une sous-suite (fin, k>0 qui converge étroitement.

Remarque 100. Le théoreme de Prokhorov énonce en fait qu’une famille tendue est compact (pour la
topologie de la convergence étroite) si et seulement si elle est fermée. I se trouve que M!(K) est fermée
(utiliser le théoreme de Portmanteau avec ouvert G = K B) et tendue, elle est donc compacte.

Ce théoreme peut se montrer en appliquant le théoreme de Helly sur les fonctions de répartition.
Ce théoréme, énoncé et montré ici en dimension 1, se généralise facilement en munissant R? d’un ordre
partiel ad-hoc ce qui permet notamment de définir la notion de continuité a droite.

Théoréme 11.2.6 (Helly). De toute suite de fonction de répartition (F,)p>0, on peut extraire une
sous-suite (Fl,, k>0 telle qu’il existe une fonction F' croissante continue & droite avec F,, () — F(z) en
chaque point de continuité de F.
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Démonstration. A Daide du procédé d’extraction diagonale, on commence par construire une suite (ny)
croissante telle que F),, (z) converge en tout point x rationnel. On note G(z) la limite obtenue. C’est une
fonction croissante. On définit alors

F(z) =inf{G(r),r € QN (z,00)}.

Il est clair que F est croissante. Montrons que F' est continue a droite. Soit x € R et € > 0. Par définition
de F, il existe r > z, r € Q tel que G(r) < F(x) + €. Il vient que

Yy € [z,7) F(z) < F(y) < G(r) < F(x) +¢,

ce qui montre la continuité a droite de F'. Reste & montrer que F,, converge en chaque point de continuité
de F. Soit un z un tel point et soit € > 0. Prenons un y < x tel que F(xz) — e < F(y). Il existe des
rationnels r et s vérifiant y < r <z < s, F(y) < G(r) et G(s) < F(x) + £. Aussi, on obtient en mettant
tout bout a bout

F(z)—e<G(r) <G(s) < F(x) +e.

De méme, pour tout n > 0, F,(r) < F,(x) < F,(s), et le long de la sous-suite (ny) construite
précédemment, il vient que

F(z) —e <G(r) = lim F,,(r) <liminf F,, (z)

<limsup F,, (z) <lim F,, (s) = G(s) < F(z) +«.

k—oc0

D’out limg_y00 F, (x) = F(x) ce qui acheve la preuve.

On peut désormais montrer le théoreme de Prokhorov

Démonstration. Soit (i, )n>0 une suite de probabilité de M supposée tendue. On note F,, la fonction de
répartition de u,. D’apres le théoreme de Helly, on peut trouver une suite strictement croissante ny et une
fonction continue a droite croissante telle que F,, (x) converge vers F'(x) pour tout point de continuité x
de F'. Une telle fonction F définit une mesure 4 telle que pour tout réels a < b, F(b) — F(a) = u((a,d]).
Il s’agit de montrer que p est une mesure de probabilité.

Par construction (limite de fonctions de répartition), F' prend ses valeurs dans [0,1] et donc pu(R) =
lim,, 00 p((—n,n]) < 1.

Pour l'inégalité inverse, on se donne € > 0. Par I’hypothese de tension, il existe K compact de R tel
que u(K) > 1 — ¢ pour tout u € M. Posons M = sup{|z| : + € K}. Comme ’ensemble des points de
discontinuité d’une fonction croissante est au plus dénombrable, il existe a < —M et b > M tels que F
soit continue en a et en b. Ainsi pour tout k > 1

Fnk(b) _Fnk(a’) :Mnk((G’?b]) > :U”mc(K> >1l—e

Comme a,b sont des points de continuité de F', en faisant tendre k vers I'infini, on obtient que F'(b) —
F(a) > 1—c¢ et donc u(R) > u((a,b]) > 1 — ¢ pour € > 0 qui peut étre choisi arbitrairement petit. Donc
u(R) = 1. Comme F,, (x) converge vers F(z) en chaque point de continuité de F, on conclut que i,
converge en étroitement vers . O]

Remarque 101. Si par ailleurs, il n’y a qu’un seul point limite — ce qui est souvent pas trop difficile &
vérifier — alors (u,)n>1 converge étroitement vers p, 'unique point limite.

Proposition 11.2.7. Soit (i,)n>1 une suite de probabilité gaussienne sur RY. Pour tout n > 1, on note
respectivement m,, € R? et ¥2 € M4(R) la moyenne et la matrice de covariance de p,,. Alors, la famille
(fin)n>1 est tendue si et seulement si les familles (my,)n>0 et (32),>0 sont bornées dans R et M4(R)
respectivement.

Démonstration. Exercice. O
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Nous avons vu la notion de fonction caractéristique d’une variable aléatoire. En réalité, ce n’est rien
d’autre que la transformée de Fourier d’une mesure de probabilité. On note notamment

p:RYIst— g et u(de) € C.

Les preuves des deux théoremes suivants sont assez longues et ne seront pas présenter ici.

Théoréme 11.2.8 (Paul Lévy). Soit (j1n)n>1 une suite de probabilités sur R. Si la suite de fonction
(fin)n>1 converge simplement vers une fonction ¢ continue en 0, alors il existe une probabilité p sur R?
telle que ¢ = fi et (pn)n>0 converge étroitement vers p.

Corollaire 11.2.9. Une suite de probabilité (un)n>0 converge étroitement vers p si et seulement si
(fin)n>1 converge simplement vers fi.

11.2.2 Convergence en loi
Soient (X, )n>1 et X des variables aléatoires dans R

Définition 11.2.10. La suite (X, ),>1 converge vers X en loi si la suite de probabilités (Px, )n>1
converge étroitement vers Px.

De maniere équivalente, (X,,),>1 converge en loi vers X si et seulement si pour toute fonction continue
bornée
lim E(f(X,)) = E(f(X)),

n— 00
ou encore que

Vit € Rd7 m (ﬁxn (t) = E(€i<t’X">) N ¢X(t) _ E(6i<t’X>)_

li
n—oo

Notons que la convergence en loi concerne bien la loi de X, et ne dit rien en général sur le compor-
tement de X, (w), w € Q. Du reste, il n’est pas nécessaire que tous les X,, partagent le méme espace de
probabilité.

Proposition 11.2.11. Soient (X,,),>1 et X des v.a.r.. La suite (X,)n>1 converge en loi vers X si et
seulement si, pour tout t € R ot Fx est continue, lim, _, Fx, (t) = Fx(t).

Remarque 102. En fait I’existence d’une fonction F telle que la condition soit vérifiée implique I’existence
d’une variable aléatoire X telle que X,, converge en loi vers X.

Démonstration. C’est une conséquence de la remarque précédente et du théoreme de Portmanteau. [

Ezemple 49. Soit (U,)n>0 une suite v.a. i.i.d. de loi uniforme sur [0,6], § > 0. On pose pour n > 1,
X, = max{U; : 1 <14 < n}. D’une part, on montre que X,, converge en probabilité vers 0. En effet, soit
e >0,

P(|X,—0]>¢)=P(X, <0 —c) = <9;5) 0,

lorsque n — oo.

Autrement dit, X,, est un estimateur consistant' de 6§ > 0. On peut s’intéresser 3 la vitesse de
convergence de cet estimateur. Pour cela, on doit établir une convergence en loi. Soit Z, = n(0 — X,,)
pour tout n > 0. On calcule la fonction de répartition de Z,,. Soit t € R

Fz (t)=P(Z,<t)=P(X, >60—t/n)
=1-P(X,<6—-1t/n)

t n
=1-1 tH)(1l——] .
[0,%9]()< n9>

Lorsque n — 0o, Fz, (t) converge simplement vers F(t) = 1 — 1jg oj(t)e~*/? (sauf peut-étre en 0). On
reconnait la fonction de répartition d’une loi exponentielle de parametre 1/6.

1. Ces notions seront abordées de maniere plus approfondis dans le cours de Statistiques inférentielles. Un estimateur
n’est ni plus ni moins qu’une fonction mesurable d’un échantillon, noté ici (Ui, ...,Un). Il est dit faiblement consistant car
il converge en probabilité vers 6. Il est méme fortement consistant, c’est & dire que la convergence est presque stre, car
(X») est croissante.
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Proposition 11.2.12. Si (X,),>1 converge en loi vers X et si g : R? — RY est continue alors
(9(Xn))n>1 converge en loi vers g(X).

Démonstration. Trivial. O

Remarque 103. En particulier, si ((X,,Ys))n>0 converge en loi vers (X,Y") alors (X,,)n>0 converge en
loi vers X et (Y,,)n>0 converge en loi vers Y ; de méme que (X,, + Y3, )n>0 et (X, Y,)n>0 converge en loi
vers X +Y et XY respectivement.

La proposition suivante montre que la convergence en loi est le mode de convergence le plus faible
parmi ceux évoqués jusqu’ici.

Proposition 11.2.13. Si (X,,)n,>1 converge en probabilité vers X alors (X,,)n>1 converge en loi vers
X.

Démonstration. Signalons que toutes les variables aléatoires sont définies sur le méme espace de proba-
bilité et montrons que ¢x, converge simplement vers ¢x. Soit t € R? alors

|6x,(t) = ¢x (1)] < Ele""*) — /%) | < E(min(2, |t]| X, — X])),
de sorte que, pour tout € > 0 en écrivant 1 = 1 (| Xy — X|) + Lz 00) (| X0 — X]),
630, (t) — 63 (D)) < etP(X, — X| < ) + 2P(| X, — X| > 2) < eft] + 2P(|X,, — X| > 2).
Par conséquent, pour tout € > 0, limsup,,_, ., |¢x, (t) — ¢x(t)] < e[t| d’ot le résultat. O

Il y a en réalité une réciproque partielle a ce résultat.

Proposition 11.2.14. On suppose les variables (X,)n>1 définies sur le méme espace probabilisé. Soit
c € R Si (X,,)n>1 converge vers ¢ en loi, alors la convergence a aussi lieu en probabilité.

Remarque 104. 11 est ici nécessaire de supposer les X,, sur un méme espace de probabilité de sorte que
la convergence en probabilité fasse sens.

Démonstration. On se ramene au cas réel en considérant les composantes de X,,. Soit € > 0.
P(|X,—c>e)=P(X,<c—e)+P(X, >c+e)=Fx, (c—e)+1—Fx, (c+e).

Puisque X,, converge en loi vers ¢, d’apres la proposition 11.2.11, pour tout ¢ # ¢, Fx, (t) converge vers
1g, (t — ¢). Ceci montre que P(|X,, — ¢| > ¢) tend vers 0 pour tout £ > 0. O

La convergence en loi des marginales ne permet pas en général de conclure a la convergence en loi du
vecteur. Encore ici, il existe une réponse partielle.

Lemme 11.2.15 (Lemme de Slutsky). Soit ((X,,Y,))n>0 une suite de vecteurs aléatoire définis sur un
méme espace de probabilité. Si (X,)n>1 converge en loi vers X et que (Yy,),>1 converge en probabilité
vers ¢, alors ((Xp,Yn))n>1 converge en loi vers (X, c).

Ezemple 50. En anticipant légérement sur le chapitre 12, considérons une suite (X,),>1 de variables
aléatoires réelles i.i.d. admettant un moment d’ordre 2 et notons

n

1 1 — 1 < n
M,==Y X, e V,= Xr — M,)? = X?Z - M?2.
n; ke n_I;( k ) ”_1,; k1 m

A la fin du chapitre 10, le corollaire 10.2.5 établit que si (Xi,...,X,) est un vecteur gaussien, alors
M,, et V,, sont indépendantes de loi respectives N'(0,1/n) et x?(n — 1) si bien que

M, — E(X;)
VVa
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Sous I’hypothese plus faible o I’échantillon n’est plus gaussien, nous avons que \/HM"%E(XI) converge

en loi vers une A (0,1). Nous avons en effet par la loi des grands nombre M,, converge en probabilité
vers E(X1), de méme que V,, converge presque-sirement vers V(X7). Nous pouvons donc écrire

Mn—E(Xl)_ nMn—E(Xl) V(Xl)_ nMn_E(Xl) V(X1)
. VvV =vn V(X;) Va _f<f VX, ' Vn)

ot f(x,y) = x,/y. Par le théoreme central limite que \/ﬁ%ﬁ;ﬂ converge en loi vers une N(0,1) et

le rapport (Xl) converge vers 1 presque-siirement donc en probabilité. Le lemme de Slutsky permet de

déduire la convergence en loi du couple, on conclut en remarquant que f est continue.

Ce résultat permet d’écrire un intervalle de confiance pour E(X;) lorsque la variance n’est pas
connue, ce qui est pratiquement toujours le cas. La contrainte étant que le résultat est asymptotique
donc I’échantillon doit étre suffisamment grand.

Pour établir un tel intervalle de confiance, on se fixe a priori un niveau confiance o € [0,1]. En
général, on peut prendre o = 0.95. Puis on cherche ¢ > 0 de sorte que pour n assez grand :

p (<A ) (a5 <y <)

1 t
~ ﬁ/ exp(—2?%/2) dx
—t

On trouve alors t &~ 1.96. Aussi, avec une probabilité supérieur a a = 0.95, la valeur de la vraie moyenne
E(X)) se trouve dans l'intervalle de confiance 1Cq g5 = [M,, — 1.961/V,, /n; M, + 1.96+/V,,/n].
Remarquons enfin que lorsque n est grand, la loi de Student a n — 1 degrés de libertés se rapproche
d’une gaussienne. Ainsi, lorsque la variance est inconnue, ou bien nous pouvons faire une hypothese
gaussienne et on obtient un intervalle de confiance a 1’aide de la loi de Student, ou bien 1’échantillon est
suffisamment grand et cette fois-ci I'intervalle de confiance est obtenu a 'aide de la loi normale.

Exemple 51. Outre I'exemple traité ci-dessus, le lemme de Slutsky intervient régulierement en statistiques
par exemple dans la A-méthode.

Pour fixer les idées, considérons une suite (X,,),>1 de variables aléatoires i.i.d. toute de loi exponen-
tielle £(A\), A > 0. La loi (faible) des grands nombres donne que

1 n
= ZXk oo B(X1) =1/,

3

la convergence ayant lieu en probabilité. Ainsi, nous disposons non pas d’un estimateur de A mais de 1/A.
Notons # = 1/) et posons f(6) = 1/0 = \. Alors c’est un exercice de montrer que f(X,) =1/X, — Xen
probabilité. On cherche alors a établir un théoreme central limite afin d’établir un intervalle de confiance
par exemple. Pour cela, on calcule un développement de Taylor a l'ordre 2 de f en 6 :

F(Xn) = F0) + f/(0)(Xy — 0) + %f//(e)(yn —0)* +o((X,, — 0)%).
Ainsi,
Vi(f(Xn) = f(0)) = f'(0)vn(Xn - 0) + %f”(ﬁ’)\/ﬁ(yn —0)* + o(Vn(X, - 0)*). (11.4)

Une premiére application du lemme de Slutsky, du théoréme central limite et de la loi des grands nombres
implique /n(X,, — 0)? converge vers 0 en probabilité. En effet, on écrit

t9) (IT)

Alors le facteur (I) converge en loi vers N'(0, V(X7)) par le théoréme central limite ; le facteur (II) quant
a lui converge vers 0 en probabilité par la loi faible des grands nombres. Ainsi, le produit converge vers
0 en probabilité par le lemme de Slutsky.
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Ceci implique en particulier que les deux derniers termes de I’équation (11.4) convergent vers 0 en
probabilité. Le premier terme de (11.4) lui converge en loi vers N(0, [f/(6)]*V(X1)). A laide du lemme
de Slutsky, on obtient que

V(f(X,) — f(0) =+/n <X1 - )\) converge en loi vers N0, [f'(0)]*V(X1)).
n

La loi asymptotique dépend encore du parametre A et par conséquent il faudrait encore arranger un peu
les choses a la maniere de ’exemple précédant. Ceci devrait convaincre du caractere “boite a outils” du
lemme de Slutsky.

Terminons par remarquer que les hypotheses sur f sont relativement faibles : f doit étre C? au
voisinage de 0 et f/(6) # 0. Par ailleurs, on établira au chapitre 12 un théoréme central limite multivarié.
Cette méthodologie s’étend alors tres facilement au cas multivarié.

Démonstration. Notons que la fonction caractéristique de (X, c) est ¢(x o) (s,t) = bx(s)ert . On a alors

‘¢(Xn,yn)(s,t) — dx(s)eitte)

— ‘E(ei(s,Xn)(ei(t,Yn) _ ei(t,c)) + ei(t,c)(¢Xn(s) _ ¢X(S))
< E[ ) — ) 1 gk, (5) — dx(s)].
Comme dans la preuve de la proposition précédentes, on a pour tout € > 0

‘d’(xn,m(sat) — ¢x(5)e’ M| < eft] + 2P(|Y, — ¢ > €) +|ox, (s) — dx(s)].

Et il suffit de prendre la limite supérieure pour conclure. O]

Corollaire 11.2.16. Soit (X,,)n>0 et (Yn)n>0 deuz suites de variables aléatoires a valeurs dans R?
définies sur le méme espace probabilisé. On suppose que (X, )n>0 converge en loi vers X et que | X,, —Y,|
converge vers 0 en probabilité. Alors (Yy,)n>0 converge en loi vers X.

Démonstration. C’est un corollaire immédiat du lemme de Slutsky en posant Y, = X,, — (X,, — Y},) et
Papplication continue g(x,d) = = + d. O

On termine cette partie par un analogue du lemme de Fatou qui permet de donner une condition
intégrabilité de la limite en loi.

Proposition 11.2.17. Si (X,,)n>0 convergent en loi vers X, alors

E|X| < liminf E|X,,].
n—oo

Démonstration. Puisque X,, converge en loi vers X, | X,,| converge en loi vers | X| par continuité de | - |.
Soit k > 1 un entier,

E(|X|Ak) = lim E(JX,|Ak) =liminf E(|X,| A k) < liminf E|X,,|.
n—oo n— oo n—oo
On conclut par convergence monotone. O

Remarque 105. On peut bien entendu on peut remplacer la valeur absolue par n’importe quelle fonction
continue positive.

11.3 Loi du 0-1 de Kolmogorov et séries aléatoires

On s’intéresse dans cette partie a la convergence (dans R) des séries aléatoires réelles indépendantes
(non nécessairement de méme loi). Ces résultats seront utiles pour démontrer la loi des grands nombres
dite forte. La convergence a alors lieu presque-sirement et non plus en probabilité comme pour la loi
faible. On commence par énoncer la loi du 0-1 de Kolmogorov. Pour ce faire, il est nécessaire d’introduire
la notion de tribu asymptotique.

Soit (X, )n>0 une suite de variables aléatoires. On note A,, = o(X,,, Xp+1,-..) la tribu engendrée par
les variables X, pour tout m > n. La tribu asymptotique, notée Ay, est définie comme l'intersection
des tribus A, : Asx = Np>0A,. Intuitivement, un événement A € A, si il dépend du comportement
asymptotique de (X,,),>0, ou encore si I'occurrence de A ne dépend pas de la valeur prise par un nombre
fini de X,,. Par exemple, si S,, = X1 + -+ X,,,
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1. {lim,, o Sp existe } est un événement asymptotique : la modification de la valeur de X pour un
nombre fini de k ne modifie pas la nature convergente ou divergente de la série;

2. {limsup,,_, ., Sn > 0} n’est pas un événement asymptotique car il dépend de toute les variables
Xn.

3. soit (By,)n>0 une suite événements, i.e. B,, € F pour tout n > 0. Alors les événements
limsup{X,, € B,} et liminf{X, € B,}
sont des événements asymptotiques.

Théoréme 11.3.1 (Loi du 0-1 de Kolmogorov). Soient (X,,)n>0 une suite variables aléatoires indépen-
dantes et A € Ao un événement asymptotique. Alors P(A) € {0,1}.

Démonstration. On va montrer que A est indépendant de lui-méme, i.e. P(AN A) = P(A)P(A), d’on
lon déduit P(A) € {0,1}.

Pour cela, notons que A, C 0(Xg4n,k > 0) pour tout n > 0 et que Ug>00(Xo, ..., Xk) et As sont
des m-systémes contenant {2 qui engendrent respectivement o(X,,n > 0) et As. Par le lemme 8.1.3,
pour vérifier I'indépendance de ces deux tribus, il suffit de vérifier I'indépendance sur les m-systemes les
engendrant. Or, il est clair par la proposition 8.1.2 que pour tout n > 0, la tribu o(Xy,...,X,) et la
tribu o(Xp 441,k > 0) sont indépendantes.

Ainsi, les tribus o(X,,n > 0) et Ay sont indépendantes. Or, si A € A, alors A € o(X,,,n > 0) et par
conséquent ’événement A appartient a deux tribus indépendantes, il est indépendant de lui-méme. [

Le lemme suivant fait partie du folklore probabiliste et donne une information sur les fluctuations de
somme de variables indépendantes.

Lemme 11.3.2 (Inégalité de Lévy-Ottoviani). Soient &1, ...,§, des variables aléatoires indépendantes.
On note, pour r =1,...,p, Zr =Y ;<. &. Alors pour toutn >0 et § > 0,

Jnf P(1Z, = 2, < 8) x P(sup |Z,] > 5+6) < P(IZ,] > n).
Srp

1<r<p

Démonstration. Notons 7 = inf{i = 1,...,p : |Z;| > n+ §} avec la convention inf ) = co. On cherche
donc & majorer la probabilité de I'événement {sup; <, <, |Z;| > n+0} = {7 < p} par celle de 'événement
{|Z,| > n}. On remarque que {7 =1} = {|Z1| > n+ 0} et, pour 1 <r < p,

{r=r}={lZl <n+do}tn---n{|Z 1| <n+ 6} 0{|Z:| > n+ 0}
Ceci implique que {7 =p} C {|Z,| > n+6} C {|Zp| > n}et, pourr=1,...,p—1,
{r=r}n{lZz, - Z,| <6} C{|Ze| > n+ 0y 0 {|Z, = Z,| < 0} C{|Zp] >},

car |Z,| <|Zp| + |Z, — Z,|. Il Sen suit que

p—1
P(|Z,| >n) 2 P(r =p)+ > _P(r=r,|Z, - Z:| <9).
r=1
Les événements {T = r} et {|Z, — Z,| < §} sont indépendants car {7 = r} est dans la tribu (&1, ..., &)

et {|Z, — Z,| <} est dans la tribu o(&,41, .. .,&p). D’ot, I'inégalité

p—1 P
P(Zy|>n) >P(r=p)+ Y P(r=nP(Z,—Z|<é) >a) P(r=r),
r=1 r=1
ot @ = inf1<,<, P(|Z, — Z,| < §). 11 suffit alors de remarquer que P(r < p) = >-*_, P(r = r) pour

conclure.
O

Théoréme 11.3.3 (Paul Lévy). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes. Pour n > 1, on note
Sn = X1+ -+ X,,. Les assertions suivantes sont équivalentes
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1. (Sp)n>1 converge presque sirement vers une variable aléatoire réelle ;

2. (Sp)n>1 converge en probabilité vers une variable aléatoire réelle ;
3. (Sp)n>1 converge en loi vers une variable aléatoire réelle.

Démonstration. Montrons tout d’abord que si (S,,)n>0 converge en probabilité alors elle converge presque

stirement. Pour ce faire, on utilise le critere de type Cauchy du théoreme 11.1.15. Soit € > 0 alors, par

monotonie,

P(sup |Sntr — Sn| > ¢) = lim P( sup |Snir — Sn| > €).
>0 p—=o0  0<r<p

On cherche a appliquer I'inégalité de Lévy-Ottoviani. On remarque que

n+r T T
VISTSP, Sn+r_Sn: Z Xj:ZXn+i:Z€i7
j=n-+1 i=1 i=1

avec £ = X;1p. Avec ces notations, S, — 5, joue le role de Z,. de 'inégalité de Lévy-Ottoviani qu’on
peut appliquer au couple (1,d) = (¢/2,e/2). On obtient alors

inf P(|Z, — Z,| <¢/2) x P(sup |Z,| > e) < P(|Z,] > ¢/2).

1<r<p 1<r<p
Puisque Z, = S, 4 — Sn, cette inégalité se réécrit

inf P(|Snip — Snirl <2/2) x P(5up [Spir — Sul > &) < P(|Snip — Sul > /2).

1<r<p 1<r<p
On pose B, = sup{P(|Sg+n — Sp+n| > €/2) : p,q > 0}. On a, pour tout p > 1,

P(|Sn+p — Snl >€/2) < Bn, et 1<inf< P(|Sntp = Sntr| <€/2) 2 1= By,
<r<p

d’ott (1 — Bn)P(supy<,<p [Snir — Sn| > €) < B,. D’autre part, comme
P(|Sntp = Sntql > €/2) SP(ISntp — Sul > €/4) + P(|Sntq — Snl > £/4),

Brn < 2sup,»q P(|Snyr—Sn| > €/4). Pour conclure, puisque (Sy,),>0 converge en probabilité, le critere de
type Cauchy pour la convergence en probabilité de la proposition 11.1.15 implique que lim, o 5, = 0.
Ainsi, pour tout n > 1 suffisamment grand de sorte que 1 — 3,, > 0, on a pour tout p > 1,

P( sup |Sn+r - Sn| > 5) < B
1<r<p 1—5,
et donc 5
P(sup [Spyr — Sp| > &) =supP( sup [Spyr — Sp| >¢) < .
r>0 p>1 1<r<p 1- ﬁn

Ceci montre que (Sy,),>1 converge presque strement.

Il reste & montrer que la convergence en loi implique la convergence en probabilité. Supposons au
contraire que (Sy),>1 ne converge pas en probabilité. Encore une fois, la proposition 11.1.15 implique
qu’il existe € > 0 et a > 0 tel que

vn Z 1a 3(]?7“%:) S N27 n S Dn < Adn, P(|Sq Spn‘ > 8) > . (115)

n

Posons Z,, = S;, — Sp, et montrons que (Z,),>1 converge en loi vers 0. Puisque S, est indépendante
de Z,, on a en écrivant S, = S,, + Zp,

VteR, ¢s,,(t) = ds,, )¢z, (t)-

Puisque (S),)n>1 converge en loi vers So, ¢, converge simplement vers la fonction caractéristique ¢ de
Soo. La fonction ¢ est continue sur R et ¢(0) = 1. Il existe donc une constante ¢ > 0 tel que [t| < ¢
implique [¢(t)| > 0. Comme n < p,, < gy, les suites ¢g, et ¢g, convergent simplement vers ¢ lorsque
n — oo si bien que pour |¢| < ¢ implique lim,, o, ¢z, (t) = 1.
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Puisque, pour tout z € R, 1 — cos(2z) < 4(1 — cos(z)), on a,
VieR, 0<1-—Re¢g (2t) <4[1—Re ¢z, (¢)].

Par conséquent, pour tout ¢t € R, il existe n > 0 tel que 27"|t| < ¢ et donc lim,_, - Re ¢z, (t) = 1.
Finalement, puisque |¢z, (t)] < 1, on déduit que lim, o ¢z, (t) = 1. Ceci implique Z,, converge en
loi vers dp. La convergence en loi vers une v.a.r constante presque strement implique la convergence
probabilité vers cette constante. Contradiction avec (11.5).

O

La proposition suivante est une application du théoreme de Lévy ci-dessus. Elle sera par ailleurs utile
dans la démonstration de la loi forte des grands nombres de Kolmogorov au chapitre suivant.

Proposition 11.3.4 (Séries centrées). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes. On suppose que,
pour toutn > 1, X,, € L? et E(X,,) = 0. Alors Y, -, E[X?] < oo implique que (S,)n>1 converge presque
sturement et dans L? vers une variable aléatoire réelle.

Démonstration. Puis les variables aléatoires X,, sont centrées, E(X2) = V(X,,). Puis, pour tout n,r €
N*, par indépendance des X,,,

n4+r n—+r n-+r
B [1Ssr — 5] :v( 5 xz) S v = 3 B < YRR

i=n-+1 i=n-+1 1=n-+1 >n

qui est le reste d’une série convergente. La suite (S,)n,>1 est donc de Cauchy dans L2, elle converge
dans L? vers S... La convergence en moyenne quadratique implique la convergence en probabilité et
le théoréme de Paul Lévy implique la convergence presque stire vers une variable aléatoire S’_. Enfin,
Seo = S, puisque (Sy,)n>1 converge en probabilité vers S et presque srement, donc en probabilité,
vers S/_. O

On termine cette partie par I’énoncé du théoreme des trois séries de Kolmogorov. Celui-ci est une
conséquence de l'inégalité maximale de Kolmogorov suivante et du théoreme des deux séries.

Proposition 11.3.5 (Inégalité maximale de Kolmogorov). Soit (X, )n>1 une suite de v.a.r. indépen-
dantes, de carré intégrable et centrées. On note, pour tout k > 1, S = X1 + - + Xy. Alors, pour tout
a>0ettoutn >1,

P(sup{Sk:k=1,...,n} >a) < m.
De plus,
P( sup |Si| = a) < E[gﬁ].
1<k<n a
Démonstration. Soient a > 0 et 7 = infy>1{Sy > t} alors les ensembles Ay, = {r =k}, k=1,...,n, sont

deux a deux disjoints et

A= UAk{Sup{Sk:kl,...,n}Zt}.
k=1

Soit ¢ > 0. La variable aléatoire (Si+c¢)14, est o(X1,..., Xj)-mesurable et S, —Sj est 0(Xp41,...,Xn)-
mesurable. Ces deux variables sont donc indépendantes et

E [(Sk + C)lAk (Sn - Sk)] =E [(Sk + C)lAk] E[Sn — Sk] =0.
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Puisque les Ay sont disjoints, > 7_; 14, =14 < 1. On obtient donc

V(S,) + ¢ = B(S2) + 2¢E(S,) +c¢2 = E (S, + ¢)?]

——

=0
Z (Sn +¢) 1,4}C ZZE[(Sn—I—C)ZlAk] = E[(Sk+C+S7L—Sk)21Ak]
k=1 k=1 k=1

= ZE ((Sk + ¢)> +2(Sk + ¢)(Sn — Sk) + (Sn — Sk)?) 14, ]

=Y E[(Sk+0)’14,] +ZE [(Sn — Sk)?14,]
k=1 k=1

n

> E[(Sk+¢)?1a,]. (11.6)
k=1

Comme ¢ > 0 et par définition de 7, nous avons (Si, +c¢)?14, > (t+c¢)?14,. Ainsi, le calcul précédent
donne

V(Sn)+ ¢ =) E[(t+c)1a,] = (t+¢)°P(A).
k=1
Pour obtenir la premiere inégalité maximale, il suffit de poser ¢ = V(S,,)/t > 0. B
Pour 'autre inégalité, on pose 7 = infr—1, . {|Sk| > t}, Ax = {7 = k} ainsi que A = {7 < n}. On
ne peut plus faire aboutir le calcul ci-dessus pour ¢ > 0 mais il est encore valide pour ¢ = 0. Dans ce cas,
5215, >1t%1 . Le méme calcul donne P(A) < V(S,)/t%. O

Ezercice 31. Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires indépendantes dans L? telles que E(X,,) =0
pour tout n > 1 et V = sup,,», V(X,) < oo (famille bornée dans L?). Alors pour tout & > 0,

lim su S|
p

nseo. N/2(Inm)1/2+e =0, ps.

Théoréme 11.3.6 (des deux séries de Kolmogorov). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes de
carré intégrable telles que >, -, E(Xy) et > -, V(X,) convergent dans R. Alors Y, -, X, converge
presque sirement vers une v.a.r.. - B

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer E(X,,) = 0, car en recentrant on ne change
pas la variance. On pose S, = >_/'_; X}, et on va montrer que

n—oo

P <hrn sup S,, — hm 1nf S, = 0)

Soit m > 0, on a

k
limsup S,, — hmlnfS = limsup(S,, — Sp) — iminf(S,, — S,,) < 2sup ZXmH .
n—o0o n—oo n—o0 k>1 |55
Ainsi, pour tout m > 1 et tout € > 0,
P <lim sup(S, — Sy,) — liminf(S,, — Sp,) > s) <P <2 sup ZXm“ > )
n—oo n—00 k>1
k
<7 (s, [ 3 2 2)
m+p
< lim sup 4e 2 Z V(X;) < 4e72 Z V(X;), (11.7)
P00 i=m-+1 i>m

par l'inégalité maximale de Kolmogorov. En faisant tendre m — oo, on obtient que lim sup S;,, = liminf S,,
donc (Sp)n>0 converge presque sirement. O
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Théoréme 11.3.7 (des trois séries de Kolmogorov). Soit (X,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes.
La série aléatoire ), -, X, converge presque surement dans R si et seulement si pour un certain A > 0
les trois séries suivantes convergent :

S P(Xa|>A), Y E[Xnlx,<al, et > V(Xnlix, <a)

n>1 n>1 n>1

Dans ce théoreme, il s’agit bien d’'une équivalence. Néanmoins, la preuve de la nécessité de ces
conditions est un peu technique, nous nous contenterons de montrer qu’elles sont suffisantes. Remarquons
toutefois que si Znoozl X, converge presque stirement alors la premiére condition est satisfaite, car sinon,
par le deuxieme lemme de Borel-Cantelli, on aurait que le terme général de la série ne tend pas vers 0.

Démonstration. Soit A > 0 tel que les trois conditions soient vérifiées. On pose Y,, = X, 1|x, |<a. La
convergence de la premiére série et le premier lemme de Borel-Cantelli implique que | X,,| < A sauf pour
un nombre (aléatoire) fini. Ainsi, pour tout n suffisamment grand, X,, = ¥, presque stirement et donc
>0 X, converge si et seulement si Y - | Y, converge.

Par le théoreme des deux séries de Kolmogorov, les deux dernieres conditions impliquent la conver-
gence de la série Y 0 | V,,. O

151



152



Chapitre 12

Loi des grands nombres et Théoreme
Central Limite

Ce chapitre traite des deux principaux théorémes en théorie des probabilités. A eux deux, ils justifient
le bon choix de 'axiomatique de Kolmogorov pour appréhender les phénomeénes aléatoires.

12.1 Loi des grands nombres
On commence par la loi faible des grands nombres dans le contexte L2.

Théoréme 12.1.1 (Loi Faible des Grands Nombres dans L?). Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. ii.d.
admettant un moment d’ordre 2. Alors, la convergence suivante a lieu dans L2 et en probabilité

1 n
- Z X — E(X)).
k=1

Démonstration. On montre d’abord la convergence dans L? en utilisant le caractere i.i.d. :

E (:L zn:Xk - E(X1)> =5 i:E[(Xk - E(X1))’] = — 0.
k=1 k=1

n2

Comme la convergence dans L? implique la convergence en probabilité en utilisant 1'inégalité de Bie-
naymé-Tchebychev, le théoreme est montré. O

L’hypothese L2 semble un peu forte et surtout ne semble pas naturelle puisque dans la convergence
établie la variance n’apparait pas, d’ou le corollaire.

Corollaire 12.1.2 (Loi faible des grands nombres dans L'). Soit (X,,),>1 une suite de variables
aléatoires i.i.d. & valeurs dans R et admettant un moment d’ordre 1. Alors la convergence suivante
a liew en probabilité et dans L.

) 1 n
Jim ];Xk =E(X,).

Démonstration. Sans perte de généralité, on peut supposer les variables X positives. En effet, nous
avons

E[X, - E(X))| < E|X;f — E(X])| + E|X,, - E(X])|.

Ainsi, si on montre la convergence, dans L', de la moyenne empirique des parties positives et négatives
des variables X, on obtiendra le résultat du corollaire. Soit M > 0, et considérons les variables X, A M.
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11 est facile de voir que

% iXk - E(Xy)

k=1

E <E Z(Xk—Xk/\M)‘
k=1

1
nZXk/\ME(Xl/\M)‘
k=1

S|

+E

+ [E(X1 A M) — E(X4)]|
<92E|X; AM — X4

+E

1 n
nZXk/\ME(Xl/\M)‘.
k=1

Prenant la limite supérieure en n — 0o, on a, par la loi faible des grands nombres dans L? du théoréme
12.1.1, pour tout M >0

limsup E <2E|X; AM — Xy.

n—oo

1 n
— E X — E(Xy)
n

k=1

On remarque ensuite que | X1 A M — X;| tend presque-sirement vers 0 lors M — oco. De plus, pour tout
M >0,
IXi ANM —X3|=1x,>m|M — Xi| < M1lx,>m + X1 <2X4,

et le théoreme de convergence dominée implique que

limsup E =0.

n—0o0

1 n
— E X — E(Xy)
n

k=1

La convergence dans L' impliquant la convergence en probabilité, cela termine la preuve du corollaire. [

Théoréme 12.1.3 (Loi Forte des Grands Nombres dans le cadre L?). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r.
i.i.d. admettant un moment d’ordre 2. Alors,

1 n
— E X, — E(Xy), P-—ps.
n

k=1

Démonstration. Supposons dans un premier temps que pour tout n > 1, X,; > 0. On introduit la notation
1 n
My =~ ; X

Pour montrer la convergence presque stre de (My,),>1 vers E(X;), on établit d’abord la convergence
presque stire de (M,2),>1 vers E(X;), puis nous passerons a la suite toute entiere. Ce faisant, par un
calcul tres similaire & celui de la preuve du théoréme 12.1.1, on a pour tout n > 1, E(M,,) = E(X;) et
V(M,) =n"2V(Xy). Soit € > 0, on utilise & nouveau I'inégalité de Bienaymé-Tchebychev pour estimer
la probabilité

P(|M,2 —E(X;y)| >¢) < E( M, ;E(Xm ) _ \;(2);1). (12.1)

En sommant sur n > 1 de part et d’autre de I'inégalité (12.1), le corollaire 11.1.3 montre que M,z
converge presque strement vers E(X7).

Montrons désormais que la suite (My,),>0 converge presque-siirement vers E(X), c’est ici qu’on se
sert de la positivité des incréments. Pour tout n > 1, [/n] < /n < [/n + 1] et done, en notant
an = |vn], @2 <n < (g, + 1) Comme les variables sont positives, on obtient les inégalités

Sq;‘i <5, < S(anrl)Q et n*15q3 <M, < nils(qn+1)2.

Par conséquent,
niquQLMq% S Mn S nil(qn + 1)2M(‘1n+1)2'

154



Rappelant que g,/+/n tend vers 1 et que M,2 converge vers E(X;), on obtient la convergence voulue
pour (Mp)n>1-
Pour le cas général, il suffit d’écrire X = X 2‘ — X, et de vérifier que X ,j' et X,  vérifie les conditions
du résultat que 'on vient de montrer.
O

Remarque 106. Remarquons que dans la preuve, I’hypothese d’indépendance intervient pour montrer la
convergence en probabilité et la convergence presque-siire est obtenue par monotonie. Pour cette derniere,
nous aurions pu invoquer la proposition 11.1.14.

De la méme facon que pour la loi faible, on peut affaiblir I’hypothese L? et considérer X; dans L!.
Théoréme 12.1.4 (Loi forte des grands nombres de Kolmogorov). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r.
i.i.d.; on note pour tout n > 1, M,, = n= (X1 + -+ X,,).

1. Si Xy est intégrable, (M,)n>1 converge presque sirement et dans L' vers E(X;).

2. Si X3 nest pas intégrable, au moins un des deuz événements {limsup M,, = oo} ou {liminf M,, =

—oo} est de probabilité 1.

La démonstration de ce théoreme nécessite trois lemmes usuels d’analyse que le lecteur assidu n’aura
pas manqué de démontrer dans la premiere planche de TD de théorie de la mesure.

Lemme 12.1.5 (Lemme de Stolz-Cesaro). Soient (by)n>1 une suite croissante de réels strictement

positifs telle que lim,, oo by, = 00 et (T )n>0 une suite de réels convergeant vers x € R. Alors, en posant
bo =0,

n— o0

1 n
lim — bi —bi_1)x; = x.
bn lzzl( i 7 1) 7
Démonstration. Exercice. O

Lemme 12.1.6 (Lemme de Kronecker). Soient (b, ),>1 une suite croissante de réels strictement positifs
et (Tp)n>1 une suite de réels. Si la série Y., <, by a, est convergente (dans R) alors

n
. -1
lim b, E z; = 0.
n—oo
i=1
Démonstration. Exercice. O

Enfin, les estimées suivantes sont des conséquences standards des comparaisons séries/intégrales.
Lemme 12.1.7. Pour tout « > 1 etk>1,% o, n * <k'"%/(a—1).

Démonstration. Exercice. O

Preuve de la LGN de Kolmogorov. On suppose dans un premier temps que X; admet un moment d’ordre
1 et que E(X;) = 0. Introduisons quelques notations : pour tout n > 1,

n

~ —~ 1 ~ ~ ~ ~ —
Xo=Xolix,jcn» Mp=-)Y X;, X,=X,-E(X,), et M,=
ni:l

3=

i=1

o~ ~

Notons que les suites (X, )n>1 et (X, )n>1 sont constituées de variables aléatoires i.i.d..
Pour montrer la convergence presque sire de (My,)n>0, nous allons procéder en deux temps :

1. tout d’abord, nous établirons que
M, 250 «— M,2%0 «— M,2%0,

2. puis nous montrerons que (M, ),>1 converge vers 0 presque sirement.
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Considérons la premiere équivalence du point 1 en montrant que M,, — ]\//.T,L converge presque stirement
vers 0. On a, pour tout n > 1, M,, — M,, = n~! Z?:l Xil|x,|>4- Or, les variables aléatoires (X, )n>1
étant i.4.d., il vient que

> P(IX,|=n) =) P(IX1|>n) <1+E[X)| < 0.

n>1 n>1

Ainsi, d’aprés le premier lemme de Borel-Cantelli, P(limsup{|X,| > n}) = 0. Ainsi, il existe N =
limsup{|X,,| > n} négligeable tel que, pour tout w ¢ N, il existe un entier n, > 1 tel que n > n,,
implique | X, (w)| < n implique X, (w) = X,,(w). D’ol, pour tout w ¢ N,

—~ 1
vn = ny, Mp(w)— My(w) = - > Xilix, i

Il s’agit d’une somme finie renormalisée par n ce qui établit la premiere équivalence.
Pour la seconde équivalence, en utilisant la méme démarche, on obtient

Vn > 1, Mn—l\?ﬂ:

S|

ZE[|X1|1|X1|<’L]7
=1

car les variables aléatoires X; sont identiquement distribuées. Puisque X; est intégrable, X; est fi-
nie presque strement et donc X;1)x,|<; converge presque strement vers Xi. De plus, |X11x,|<;| <
| X1| pour tout ¢ > 1 et comme X; est intégrable, le théoréme de convergence dominée implique que

lim; 00 E(X11)x,|<;) = E(X1) = 0. Le lemme de Cesaro implique que M M tends vers 0.

Montrons désormais le second point : (Mn)n21 converge presque surement vers 0. Nous appliquons
le lemme de Kronecker : pour montrer que n~! Dy Xi converge vers 0 presque sturement, il suffit
de montrer que la série > . i_l)?i converge presque strement dans R. Or les variables aléatoires
(nil)?n)nzl sont indépendantes et, pour tout n € N*, [n"1X,| < 2 donc de carré intégrable et fi-
nalement E[n’l)?n] = 0. D’apres le résultat sur les séries centrées de la proposition 11.3.4, il suffit de
vérifier que ) <, n2E(X2) < oo pour obtenir la convergence presque sire de Y on>1 n=1X, dans R.
On calcule

~ - ~ N2 ~ ~
S 0 ?E(X2) = Y 2R [(Xn ~ B, ] =Y 0 2V(X,) < Y n B[R
n>1 n>1 n>1 n>1
Or, les variables (X,,),>1 sont 4.7.d. si bien que
Vn > 1, E(‘}?EL) = E(X51|Xn\<n) = E(X121|X1\<n)'
Par convergence monotone, on trouve finalement que
S TB(X2) <Y nPE(XPLx, <) =B | ) n X x <
n>1 n>1 n>1

Or, pour tout « > 0, on obtient par le lemme de comparaison séries/intégrales

2 2

Zn_2x21z<n :xQ Z n_ = W Z n < (L:CJ +1)2 + L:EJ 1 S2l’

n>1 n>|z|+1 n>[zJ+2

Par conséquent, >~ -, n~2E(X2) < 2E|X;| < co. On a donc convergence presque siire de (Myp)n>0 vers
0 et donc de (M,,),,>1 vers 0.

Il s’agit de montrer que (M,),>1 converge également dans L'. Soit k& € N* et écrivons |M,| =
min(|M,|, k) + (|M,| — k)T. La fonction z — (x — k)™ est convexe et croissante si bien que

n

(M| = k)™ < -5~ R

=1
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Puisque les variables sont identiquement distribuées, il vient que

n

E|M,| < E[min(|Ma[, k)] + %ZE [(1X:| = k)7 = E[min(|Ma,], k)] + E [(|X:] - k)] .

i=1

On remarque alors que min(|M,|, k) converge presque stirement vers 0 quand n — oco. De méme, ces
variables aléatoires sont uniformément bornée en n par k et le théoréeme de convergence dominée montre
que le premier terme a droite de I'inégalité tends vers 0 lorsque n — oo si bien que

Vk € N*, limsupE|M,| <E[(|X:|—k)T].
n—oo

Comme |X7]| est intégrable, (|X1| — k)T converge presque stirement vers 0 lorsque k — oo. De plus,
(|X1] — k)T < |X1]| et par convergence dominée
limsup E[M,,| < lim E [(|X1] — k)*] =0,
n—oo k—o0
d’ou la convergence L!. Ceci termine la démonstration dans le cas X intégrable d’espérance nulle.

Supposons désormais X intégrable mais m = E(X7) # 0. Observons que, en notant X, = X,, —m
pour tout n > 1, on a

1 1 B —
M, —m=— X;,—m)=— X,=M,,.
- ;( ) ;
Or les variables aléatoires (X, )n>1 sont i.i.d., X1 est intégrable et EX; = 0. Ainsi, M,, converge presque
stirement et dans L' vers 0. D’ol1 'on déduit que M,, converge presque siirement et dans L' vers m.
On considere désormais le cas ol X; n’est pas intégrable. Les variables aléatoires liminf M,, et
limsup M,, sont des variables asymptotiques de la suite de variables indépendantes (X,,),>1. D’apres
la loi du 0-1 de Kolmogorov 11.3.1, les événements {liminf M, = —oo} et {limsup M,, = oo} sont de
probabilité 0 ou 1. En fait, il existe ¢* et ¢, € RU {%o00} tels que, presque siirement, liminf M,, = ¢, et
limsup M,, = c*.
Supposons que les deux événements {limsup M,, = oo} et {liminf M,, = —oo} soient négligeables,
n—1

alors —oo < ¢, < ¢* < o0. Il vient alors que % = M, — *—=M,_1 si bien que

X X
limsup == < ¢* —¢, et liminf == > ¢, — c*.
n n

Soit ¢ > ¢* — ¢,. Comme limsup{X, > cn} C {limsup% > c}, on déduit que P(limsup{X,, >
cn}) = 0. Puis, les variables (X,,),>1 étant i.i.d., le deuxieéme lemme de Borel-Cantelli implique

ZP(X?‘ >cn) = ZP(Xl >cn) = ZP(Xn > cn) < 0.

n>1 n>1 n>1

Ainsi, Xi" est intégrable. De méme, limsup{X,, < —cn} C {lim inf % < fc}, et en utilisant un argu-
ment similaire, on obtient que X~ est intégrable. C’est une contradiction. O

Remarque 107. Si (X,,)n>1 est une suite de variables aléatoires positives i.i.d. avec E(X;) = oo, alors,
presque surement, lim,, .., M, = cc.

En effet, pour tout k € N*, liminf 2 37" | X; > liminf 1 """  min(X;; k). D’apres la loi forte des
grands nombres, il existe N négligeable tel que

S LN :
Vw ¢ Ny, nILrI;O - Z;mln(Xi, k) = E[min(X7; k)].
Posons N = Ug>1Nji. On vérifie que IV est négligeable et

N IR R B :
VYwé¢ N, Vk>1, liminf - ;Xi(w) > hmlnfﬁ Zmln(Xi; k) = E[min(X7; k)].

=1

Par convergence monotone, ’espérance a droite tend vers oo lorsque k — oo.
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En fait, on peut méme supprimer I’hypotheése de positivité et supposer que la partie positive X1+ ou
la partie négative X; dans L!. La moyenne empirique converge alors vers —oo ou oo respectivement.

Dans le cas X;" et X; non intégrable, on peut également dire quelque chose sur le comportement de
la moyenne empirique, mais cette fois-ci il faut comparer les queues de distribution de la partie positive
et négative. On renvoie a | ] et | ] pour ces considérations.

12.2 Théoreme Central Limite

Théoréme 12.2.1. Soit (X,,)n>0 une suite de v.a.r. i.i.d. avec Xy de carré intégrable; on note m =
E(X;) et 02 = V(X3). Considérons, pour tout n > 1,

Shn .
Tn:\/ﬁ<n—m>, o S,=X1+4+---+X,.

Alors la suite (T),)n>1 converge en loi, lorsque n — oo, vers une v.a.r. de loi N'(0,0?).
Démonstration. On calcule la fonction caractéristique de T}, et on simplifie en utilisant le caractere i.i.d. :
¢r, (t) = E(e"") = ¢x,—m(t/V/n)". (12.2)

Or, ¢(0) = 1, ¢/(0) = 0, car X; — m est centrée, et ¢”"(0) = —o2. Donc le développement de Taylor &
lordre 2 de ¢, donne

202 2 "
t)=1——+ —e(t//n .
om0 = (1- 52 + Lete/vm)
Lemme 12.2.2. Soit (z,)n>0 est une suite de nombre complexe telle que lim,_,oonz, = z alors

limy, oo (1 4 2,)" = €*.
Comme n (—% + %E(t/\/ﬁ)> — —% on obtient que

t252

VteR, lim ¢p (t)=e %
n—oo

On reconnait ici la fonction caractéristique d’une N (0, o2). O

12.3 TCL multivarié

Le TCL univarié se généralise facilement a la dimension supérieure. C’est en fait un corollaire.

Théoréme 12.3.1. Soit (X,,)n>1 une suite de vecteurs aléatoires dans RY, ii.d. avec X7 € L2. On note
m = E(X;) et T la matrice de covariance de X;. Alors la suite de vecteurs aléatoires (T),)n>1 définis
pour tout n > 1 par

7, = v (

converge en loi vers un vecteur gaussien de loi N'(0,T).

X1+ + X, )
At A
n

Démonstration. En utilisant les fonctions caractéristiques, on a pour tout ¢ € R¢

ér. (1) = E {ean] = Gz, (1)

t*T,, = /n (

n
La suite de v.a.r. (t*X,,)n>1 est i.i.d. et de carré intégrable avec E(t*X1) = t*m et V(t*X;) = t*T't.
D’apres le TCL univarié, lorsque n — oo, £*7T), converge en loi vers une variable réelle de loi N'(0,t*Tt).

Par conséquent,

X 4+ X, *)
—t™Tm ).

n—oo

lim ¢p (t) = lim ¢pep, (1) = exp (_tl"t) .
n—oo

D’ou le résultat. O
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12.4 Applications de la loi des grands nombres

Théoreme 12.4.1 (fondamental de la Statistique). Soit (X,,)n>1 une suite de v.a.r. indépendantes et
identiquement distribuées suivant la loi p sur R4, Pour tout n > 1, on note

n

Mx:gz:&)(l(w), UJGQ,
=1

la mesure empirique. Alors, presque sirement, (fn)n>1 converge étroitement vers .

Remarque 108. Précisons sa signification : pour tout borélien B € R? et tout w € Q,

1 n n

pE(B) = 13 b (B) = - 3 1s(Xilw).

i=1 i=1

De facon plus générale, si f : R? — R est borélienne bornée ou borélienne positive, nous pouvons écrire

[ 1a) o) = =3 £, ().

Le théoréme précédant affirme qu’il existe un ensemble négligeable N tel que pour tout w ¢ N, (%) ,>1
converge vers p étroitement, i.e.

n

Vo e N% Ve GURY, [ ) ) = L3S = [ F(e) utao).

i=1

Démonstration. L’espace C,(R?) des fonctions continues & support compact est séparable. C’est une
conséquence du théoreme de Stone-Weierstrass établissant la densité des fonctions polynomiales pour
I - [lc dans lespace des fonctions continues sur un compact. Il existe ainsi une famille dénombrable
H = (hy)ren C C. dense dans C.. pour || - ||oo-

Soit r € N, nous avons
n

o) () = 37 hy(Xilw).

Rd i—1

Les variables aléatoires réelles (h,(X,))n>1 sont indépendantes, identiquement distribués, bornées et
donc de carré intégrable. Par la loi forte des grands nombres dans le cadre L?, il existe N, négligeable
tel que si w ¢ N,.,

lim [ ho(2) g (dr) = Blhe (X)) = / o () pld).

n—oo Rd Rd
Comme la famille H est dénombrable, on peut méme définir universellement un tel ensemble négligeable.
En effet, notons N = U,enNy, alors P(N) < 3 - P(N;) = 0. De plus, siw ¢ N, on a

VreN, lim he(z) pe(dz) = he(x) p(dx).
Rd

n—oo R4

D’apres le théoreme 11.2.2, il vient que, pour tout w € NB7

VfECh lm [ fle) pi(de) = /R ) plda).

o0 Rd
Ceci termine la preuve du théoreme. ]
Le théoreme fondamentale de la Statistique établit donc que la mesure empirique a tendance a

converger (étroitement) vers la loi théorique sauf peut-étre pour certains n-échantillons exceptionnels.
Dans le contexte des v.a.r., ce théoreme peut se traduire en terme de fonction de répartition.
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Théoréme 12.4.2 (Glivenko-Cantelli). Soit (X,,),>1 une suite de v.a.r. indépendantes et identiquement
distribuées. On note F la fonction de répartition de X et, pour tout n > 1, F,, la fonction de répartition
empirique, i.e.

1 n
YweQ, VEER, F(t)=— > ey (Xi(w)).
=1

Alors, presque stirement, (Fy,)n>1 converge vers F' uniformément sur R.
Remarque 109. Ce théoreme signifie qu’il existe N négligeable tel que

Vw e Nb  lim sup|F¥(t) — F(t)| = 0.

n—oo teR

Remarque 110. La fonction (aléatoire) de répartition empirique est en fait la fonction de répartition de
la mesure (aléatoire) empirique : pour tout w € Q, F est la fonction de répartition de u%.

Démonstration. Le fait que (F(t)),>1 converge presque slirement pour tout ¢ € R fixé est simplement
une conséquence de la loi forte des grands nombres. En effet, les variables aléatoires (1)_qc 4(Xpn))n>1 sont
indépendantes, identiquement distribuées, de loi commune la loi de Bernoulli de parametre P(X; < t),
et bornées donc de carré intégrable. Ceci établit donc l'existence pour tout ¢ € R d’un ensemble N,
négligeable tel que dés que w ¢ Ny, lim, o, F¥(t) = F(t). De la méme maniére, il existe pour chaque
t € R un ensemble N, négligeable tel que

P(X; <t)=F(t7) = lim > 1o q(Xi(w)) = lim F(t7).

n—o0

La suite de la preuve consiste en deux choses : d’abord il s’agit de montrer que la convergence est
uniforme ; d’autre part, il faut construire un ensemble N négligeable universel (indépendant de ¢ € R).
Pour ce faire, considérons deux fonctions de répartitions F' et F;, ainsi qu’une subdivision finie 7 =
(ti)i=1,..p avec t; <ty <--- <t,, p € N*. On note

55 (r) = max {1 CF(ty). (F(t5) = Flty—)) . (F(t7) — F<t1>>+7F<t1>},

et

Ro(r) = max {(F(a-) CRt) L (Falt) - F(t;>>+}.

i=1,...,p

On va montrer que ||F — F,||cc = sup;cg |F(t) — Fn(t)| < 0r(t) + Rn(7). En effet, les fonctions F et
F,, étant croissantes et positives,

1Losit<ty, F(t)— Fo(t) < F(t7) < 0p(r) et
Fo(t) = F(t) < Fu(ty) < Fu(ty) — F(t7) + F(t) < Ra(7) +6p(1);
2. sit€[ti_y,t;],i=2,...,p, alors d'une part
F(t) = Fo(t) S F(t7) = Fu(tioa) < F(t7) = F(t;_y) + F(t;_y) — Fu(ti-1) < 0p(7) + Ra(7),
et, d’autre part,
Fo(t) = F(t) < Fu(ty ) — F(tic1) < Fu(ty) — F(t;) + F(t;) = Ftio1) < Ru(7) + 6p(7);
3. enfin, sit > t,, F,(t) — F(t) < 1— F(t,) < 6p(r) et
F(t) = Fut) 1= Fu(ty) 1= F(tp) + F(tp) — Fultp) < 6p(7) + Rn(7).

Notons, pour tout z € ]0, 1],
C(z) =inf{u e R: F(u) > z}.
Puisque lim;_,o F(t) = 1, 'ensemble A, = {u € R: F(u) > z} est non vide. Comme lim;_, _, F(t) =0,
A, est minoré. Ceci montre l'existence de C(z) pour tout = € (0,1). Puisque F est croissante, la
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fonction C est elle-méme croissante. De plus, A, est une demi-droite et comme F est continue a droite,
F(C(x)) > x et donc C(x) € A,. Autrement dit, A, = [C(x),c0) d’ou

Clz) <t <=z < F(t).

En particulier, F(C(x)~) < z puisque pour s < C(x), F(s) < x.
On considere I’ensemble N définit par

N= | (NewUNsy)-
qGQﬂ(O,l)

I est immédiat que P(N) = 0. D’autre part si w ¢ NC,
VgeQn(0,1), FY(C(q) = F(C(g), et F7(C(g)) = F(Clg))

On va montrer que la convergence a lieu uniformément en ¢ € R pour tout w € N €. Soit donc w € N©
fixé et p € N*. Pour tout i = 1,...,p, on pose t; = C(i(p + 1)~!). On remarque que F(t;) <i/(p+1)
et F(t;) > i/(p+ 1) pour tout ¢ = 1,...,p. Par conséquent, 0p(7) < 1/(p + 1) et par I'inégalité établie
plus haut, ||FY — Fllec < 1/(p+ 1) + Ry (7).

Par définition de R, (7), pour tout w € NC fixé et tout p € N* fixé, R,,(7) — 0 si n — oo si bien que

limsup |F — FZ|loc <1/(p+1) +limsup R, (7) =1/(p + 1).
n—oo n—oo
Le membre de gauche de I'inégalité ne dépend plus de p et I'inégalité est valable pour tout p > 1 donc

la limite supérieure a gauche est nulle. Ceci acheve la preuve de ce résultat.
O

Ce théoreme peut étre affiner en précisant la vitesse de convergence des fonctions de répartition em-
pirique vers la fonction de répartition théorique. Ce dernier résultat est a la base du test de Kolmogorov-
Smirnov — on pourra pour cela se référer a | , Théoreme 13.5, p.105].
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Chapitre 13

Espérance conditionnelle

Dans ce chapitre, sauf mention contraire, on considére un espace probabilisé (2, F,P) et X & valeurs
dans R? une variable aléatoire définie sur (2, F,P).

13.1 Conditionnement par un événement

Définition 13.1.1 (Probabilité conditionnelle). Soit B € F. La probabilité conditionnelle sachant B
est une fonction d’ensemble, notée P(-|B), de la tribu F dans [0, 1] définie par :

P(ANB)
VAeF: PAB) ={ F¥

0 sinon.

si P(B)>0,

Remarque 111. La spécification de la probabilité conditionnelle lorsque P(B) = 0 est arbitraire est sans
importance particuliere.

Proposition 13.1.2. Soit B € F tel que P(B) > 0. La fonction d’ensemble P(-|B) : F — [0,1] est une
probabilité sur F.

Démonstration. On vérifie facilement que P(Q|B) = 1. De plus, si (A4,,),>0 est une famille dénombrable
d’éléments de F deux & deux disjoints, alors il en va de méme de la famille (4,, N B);,>0. Ainsi,

A <<UA> ﬂB) P (U)o, nB)

P(B) SR TCTR D 71T L

P4,

n>0

O

Remarque 112. La probabilité conditionnelle par rapport a un événement B est parfois notée Pg. Cette
notation a l'avantage de mettre en exergue le fait que la probabilité conditionnelle est une probabilité,
cependant elle est peu pratique.

Proposition 13.1.3. Soit B € F tel que P(B) > 0. Pour tout événement A € F indépendant de B on
a P(A|B) = P(A). De maniére plus générale, si A,B € F sont tels que P(A)P(B) > 0 alors A et B
sont indépendants si et seulement si P(A|B) = P(A) si et seulement si P(B|A) = P(B).

Démonstration. Le premier point est immédiat puisque par hypothése P(A N B) = P(A)P(B). Pour le
deuxieéme point, il suffit de remarquer que P(AN B) = P(A|B)P(B) = P(A)P(B). O

Proposition 13.1.4 (Formule des probabilités totales). Soit (By)n>0 € F* une partition (modulo 0)
de Q. Alors pour tout A € F :
P(4) = 3 P(A|B.)P(B.).

n>0
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Démonstration. Puisque (By,),>0 est une partition, les ensembles A N B, n > 0, sont deux a deux
disjoints et A = AN ( Un>0 Bn), ainsi

n>0 n>0

O

Proposition 13.1.5 (Formule de Bayes). Soit (By,)n>0 une famille d’événements de F formant une
partition (modulo 0) de Q1. Alors pour tout A € F tel que P(A) >0 et tout n >0 :

_ P(A|B,)P(B,)
P = BB P(B)

Démonstration. Par la formule des probabilités totales :

CP(B,nA)  P(AB)P(B,)
PBNA) = =50 = Ty PABP (B

O

Comme la probabilité conditionnelle P(:|B) est en particulier une probabilité, on peut calculer la
moyenne d’une variable aléatoire intégrable par rapport a cette nouvelle probabilité. Cette espérance est
appelée espérance conditionnelle.

Définition 13.1.6. Soient X est une v.a. P-intégrable & valeurs dans R? et B € F un événement tel que
P(B) > 0. L’espérance conditionnelle de X sachant B, notée E(X|B), est Pespérance de X par rapport
a la probabilité P(-|B). Ainsi, par définition,

B(X|B) = | X(@)P(ds|B).

Proposition 13.1.7. Soient X une v.a. P-intégrable & valeurs dans R et B € F. Alors,

E(X1p) .
, st P(B)>0
E(X|B)={ F® (B)

0, sinon.

De plus, si A € F, alors P(A|B) = E(14|B).

Démonstration. La encore, lorsque P(B) = 0, on définit la valeur de l’espérance conditionnelle de maniére
arbitraire. Si P(B) > 0, 'égalité P(A|B) = E(14|B) provient de la définition. Puis, on commence par
vérifier ’égalité pour des fonctions en escaliers positives.

iel iel icl

Pour des variables aléatoires X intégrables, on procede par approximation, puis, si X € R?, on raisonne
composantes par composantes. O

Soit (B;)ier une partition dénombrable (modulo 0) de §2 formée d’ensembles F-mesurables et posons
G = 0(By,t € I). Pour une variable aléatoire X supposée P-intégrable, on définit la variable aléatoire &
valeurs dans R et définie sur (2, F, P) par 1’égalité

E(X|G)(w) =) E(X|Bi)1p(w).

el

Dans cette expression, si P(B;) = 0, alors on pose arbitrairement E(X|B;) = 0. In fine, cette égalité est
définie presque-sirement.
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Proposition 13.1.8. La variable aléatoire E(X|G) est G-mesurable. De plus, si X est P-intégrable,
alors il en va de méme de E(X|G). De plus, pour toute variable aléatoire G-mesurable bornée Z, on a

/ZE(X|g) dP:/ZX dP < E(ZE(X|G)) =E(ZX).
Q Q

Démonstration. L’application notée E(X|G) est (limite d’) une fonction étagée sur des ensembles F-
mesurables et méme G-mesurables, ¢’est donc une variable aléatoire G-mesurable. L’égalité des espérances
est triviale si Z est G-étagée bornée. O

On a ainsi défini une espérance conditionnellement & une sous-tribu engendrée par une partition qui
est consistante avec la définition de probabilité conditionnelle. Peut-on faire de méme avec une sous-tribu
arbitraire ? La réponse est oui.

13.2 Espérance conditionnelle

On se sert des propriétés de l'espérance conditionnelle sachant une sous-tribu engendré par une par-
tition pour proposer une définition de I'espérance conditionnelle en général, i.e., pour des sous-tribus
arbitraires. Puis, on vérifie que cette définition est consistante dans le sens qu’une telle espérance condi-
tionnelle existe effectivement et qu’elle est caractérisée par les conditions de la définition (unicité en un
certain sens).

On ne montrera pas dans ce cours le résultat de dualité entre partitions mesurables et o-algebres,
mais il est important d’avoir conscience qu’il s’agit peu ou prou de la méme notion.

Définition 13.2.1 (Espérance conditionnelle). Soient G C F une sous-tribu et X une variable aléatoire
P-intégrable. Une variable aléatoire Y est appelée espérance conditionnelle de X sachant G, et on note
Y = E(X|9) si

1. Y est G-mesurable;

2. pour toute variable aléatoire G-mesurable bornée Z, E(YZ) = E(X Z).

Si B € F, alors P(B|G) = E(15|G) est appelée probabilité conditionnelle de B sachant G.

La proposition suivante donne une caractérisation équivalente de l’espérance conditionnelle. Elle
s’avere parfois plus commode.

Proposition 13.2.2. Soient G C F une sous-tribu et X une variable aléatoire P-intégrable. Alors une
variable aléatoire G-mesurable Y est l'espérance conditionnelle de X sachant G si et seulement si, pour
tout A € Q, E(].AY) = E(].AX).

Démonstration. Dans la définition de I’espérance conditionnelle, en posant Z = 14, l'égalité E(1,4Y) =
E(14X) est immédiate.

Réciproquement, si pour tout A € G, E(14Y) = E(14X), alors il en va de méme pour toute variable
aléatoire G-mesurable Z étagée positive, c’est a dire Z = Y1 | a;14, avec A; EGet o; >0,i=1,...,n.
Par le théoreme de convergence monotone, cette égalité reste valide pour les variables aléatoires G-
mesurables positives. On conclut pour toute variable aléatoire G-mesurable Z en décomposant Z =
Z+ — Z7, les parties positives et négatives étant trivialement G-mesurables. O

Théoréme 13.2.3. Si G C F est une sous-tribu et X une variable aléatoire P-intégrable, alors E(X|G)
existe et est unique.

Démonstration. On commence par montrer I'unicité. Soit Y et Y satisfaisant la condition de 1’espérance
conditionnelle, i.e. pour toute variable aléatoire Z G-mesurable bornée E(XZ) = E(Y Z). On pose
Z = lysy’ qui est G-mesurable et bornée. On obtient que 0 = E[(Y — Y/)1ysy/], dou YV = Y’
presque-siirement en intervertissant les roles de Y et Y.

Pour D'existence, quitte a raisonner composantes par composantes, on peut supposer X a valeurs
réelles. On décompose alors X = X+ — X~ en partie positive et négative. Traitons le cas de la partie
positive et définissons la mesure positive ) par

QA) =E(X*14), Acg.
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Alors, @ est absolument continue par rapport & P et le théoreme de Radon-Nikodym implique qu’il
existe une densité G-mesurable Y tel que Q(A) = E(YT14) = E(XT14). On a de méme une densité
G-mesurable Y~ tel que E(Y~14) = E(X 14). Ainsi, il existe une variable aléatoire G-mesurable
Y =Y — Y~ tel que pour tout A € G, E(Y1,4) = E(X1,4). O

Notons que si G C F est une sous-tribu, alors la probabilité conditionnelle sachant G est définie comme
P(B|G) = E(15|G) pour tout B € F. Si X est une variable aléatoire de R?, on appelle loi conditionnelle
de X sachant G la probabilité sur R? qui & chaque borélien A assigne la probabilité P(A|G). Notez que
c’est une variable aléatoire.

Définition 13.2.4. Si X,Y sont deux variables aléatoires telles que X € L!, on définit I’espérance
conditionnelle de X sachant Y, notée E(X|Y), comme ’espérance conditionnelle de X sachant la tribu
engendrée par Y, i.e. E(X|Y) = E(X|o(Y)).

13.3 Propriétés de ’espérance conditionnelle

Théoréme 13.3.1. Soient G C H C F des sous-tribus et X,Y des variables aléatoires P-intégrables et
Z une variable aléatoire. Alors,

1. E[E(X|G)] = E[X] (formule des probabilités totales) ;

2. pour tout A € R, EQAX +Y|G) = AE(X|G) + (Y|G) p.s. (linéarité) ;

3. siY < X presque-sirement, alors E(Y|G) < E(X|G) p.s. (monotonie) ;
4. SiE|XY| < oo etY est G-mesurable alors

E(XY|G) =YE(X|G) ps. e EYI|G) =EY|Y)=Y ps,;
E [E(X|G)|H] = E [E(X|H)|G] = E(X|G) p.s. (conditionnements emboités) ;
|E(X|G)| < E(|X]|G) p-s. (inégalité triangulaire) ;

st o(X) et G sont deux tribus indépendantes, alors E(X|G) = E(X) p.s.;
Si pour tout A € G, P(A) € {0,1}, alors E(X|G) = E(X) p.s..

> NS> &

Démonstration. 1. C’est la caractérisation de ’espérance conditionnelle appliquée a la variable aléa-
toire bornée Z = 1q.

2. 11 est clair que AE(X|G) + E(Y|G) est G-mesurable. Soit Z une application G-mesurable bornée.
Alors, par linéarité de I’espérance et définition de 1’espérance conditionnelle

E(Z(\E(X|9) + E(Y|9))) = AE(ZE(X|9)) + E(ZE(Y|G))
— \E(ZX) + E(ZY)
=E(Z\X +Y)).

3. Soit Z = 1g(x|g)<E(v|g)- Clairement, Z est G-mesurable bornée. En particulier, par définition de
I’espérance conditionnelle, et puisque X > Y presque-sirement

0> E(Z(E(X|9) - E(Y[9))) = E(Z(X -Y)) > 0.

Ainsi, Z = 0 presque-strement.

4. Soit A € G, et supposons d’abord que Y = 15 pour un B € G. Alors,
E(14E(15X]|9)) = E(1415X) = E(1415E(X|9))

car 1415 est G-mesurable borné. Par linéarité de 'espérance (classique), cette relation est toujours
satisfaite si Y est étagée positive, puis par convergence dominée en utilisant ’hypothese E| XY | <
00, c’est encore vrai lorsque Y est G-mesurable. Puisque A € G est arbitraire, presque-siirement
E(XY|G) =YE(X|G).

Pour la deuxiéme égalité, on utilise la premiere égalité avec X = 1q et on remarque que E(1|G) =
1 presque-siirement (1q est trivialement G-mesurable et la variable aléatoire constante égale & 1
vérifie 'égalité de la définition de I'espérance conditionnelle).
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5. Soit Z une variable aléatoire G-mesurable bornée. Alors Z est également H-mesurable bornée,
ainsi, par les points 1) et 4),

E(ZE(E[X[H]|9)) = E(E(E[ZX|H]|G)) = E(ZX)
Par définition de I’espérance conditionnelle, on obtient
E(E[X|H]|G) = E(X|G).

Pour lautre égalité, on utilise le point 4) et le fait qu'une variable aléatoire G-mesurable est
‘H-mesurable si G C H.
6. C’est une conséquence du point 1) et 2) en posant X = X+ — X .

7. Soit Z une variable aléatoire G-mesurable bornée, alors o(X) et G étant indépendantes, Z est une
variable aléatoire indépendante de X. Ainsi,

E(ZE(X|G)) = E(ZX) = E(Z2)E(X) = E(ZE(X)).

Et il vient que E(X|G) = E(X) presque-siirement.

8. Si G est trivial, c’est & dire tout A € G vérifie P(A) € {0,1}, alors une variable aléatoire G-
mesurable bornée est presque-siirement constante.

E(ZE(X|G)) = E(ZX) = ZE(X) = E(ZE(X)),

car Z et ZE(X) sont constantes presque-sirement.
O

Les théoremes de convergences de type Beppo-Lévy, Fatou et convergence dominée de Lebesgue se
généralisent facilement aux espérances conditionnelles.

Théoréme 13.3.2 (Beppo-Lévy, Fatou, convergence dominée de Lebesgue). Soit G C F une sous-tribu
de (2, F,P)

1. Convergence monotone conditionnelle : Soit (X,,),>0 une suite croissante de variables aléatoires
a valeurs réelles positives et P-intégrables. Alors lim,_, . X, existe dans [0, 0] et

Tlim B(X,|0) = B(X|G), ps.

2. Lemme de Fatou conditionnel : Soit (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires positives et P-
intégrables. Alors
E(liminf X,,|G) < liminf E(X,,|G).
n—oo n—oo
3. Soient Y une variable positive P-intégrable et (X,,)n>0 une suite de variables aléatoires telles que
| Xn| <Y pour tout n > 0 et X,, converge vers X presque-sirement. Alors

lim E(X,|0) = E(X]0)

presque-sirement et dans L1,

Remarque 113. La version conditionnelle des lemmes de convergence monotone et de Fatou suppose que
les variables X, sont P-intégrables, ceci pour assurer 'existence de I’espérance conditionnelle.

Démonstration. 1. On considere, pour tout n > 0, ¥, = E(X,,|G). La suite (Y,),>0 est monotone
croissante de variable aléatoires positives par monotonie de 1’espérance conditionnelle. Ainsi, la
suite (Y,,)n>0 converge presque sirement vers une variable aléatoire que 'on note Y. Il s’agit
donc de montrer que Y = E(X|G). Pour ce faire, considérons A € G, alors par le théoreme de
convergence monotone classique, en notant X = lim,,_,o X,

E(XlA) = nlggo E(Xn]_A) = lim E(Yn]_A) = E(YlA).

n—oo

2. On applique le point 1) & la suite Y, = infy>, X,, et la monotonie de I'espérance conditionnelle.
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3. On définit W;, = supys,, [ Xx — X|. Alors 0 < W, <2Y et W, converge vers 0 presque-siirement.
Donc E(W,,) converge vers 0. Par 'inégalité triangulaire

E[E(X,|9) - E(X|9)| < E(E(]X,, — X[|g)) = E(| X, — X|) = E(W,),

si bien E(X,|G) converge vers E(X|G) dans L'. Comme (W,,),>0 est décroissante, la monotonie
de Pespérance conditionnelle implique que (E(W,,|G))n>0 est également décroissante et converge
presque-surement vers une variable aléatoire W > 0. Alors par le lemme de Fatou

0 < E(W) < liminf EE(W,|G) = lim E(W,) = 0.
n—oo n—oo

Par conséquent, W = 0 presque-siirement et E(W,|G) converge vers 0 presque-siirement. Mais,

[E(X,|9) - E(X|G)| <E(W,|9).

13.4 Inégalité de Jensen et de Markov conditionnelles

Proposition 13.4.1. Soit ¢ : R — R une fonction convere et X une v.a.r. telle que X et o(X) € L,
alors (BE(X1G)) < E(p(X)|G).

Remarque 114. Pour ne pas se tromper dans le sens de 'inégalité, penser a la fonction valeur absolue.

Démonstration. La version conditionnelle de I'inégalité de Jensen se montre de la méme facon que la
version classique.
Il est connu que pour tout xg € R il existe a,b € R (qui dépendent de z( et non nécessairement
uniques) tels que
Ve eR, ¢(z)>ar+b et ¢(xg) =axo+Db.

Choisissons xg = E(X|G) et x = X puis aprés passage aux espérances conditionnelles, il vient par
linéarité de I’espérance conditionnelle

¢ (E(X]9)) = aE(X|G) + b=E(aX + b|G) < E(p(aX +b)|G).
O

Proposition 13.4.2 (Inégalité de Markov conditionnelle). Soit G C F une sous-tribu et X une variable
aléatoire réelle positive. Alors,

B(X|G)

VA>0: P(X>\G) < =5

Remarque 115. Bien entendu, comme dans le cas de ’espérance classique, on peut aussi montrer une
inégalité de Bienaymé-Tchebychev conditionnelle.

Démonstration. Encore une fois, La preuve est tres identique a celle donnée dans le cas 1’espérance clas-
sique. En fait, X > A1 x~ ) presque-siirement, puis en utilisant la monotonie de I’espérance conditionnelle,
on obtient E(X|G) > E(A1xs,|G) = P(X > A|G). O
13.5 Conditionnement des vecteurs gaussiens

Proposition 13.5.1. Soit (Y, X1,..., X4) un vecteur gaussien de R+ tel que X = (X1, ..., Xq) posséde
une matrice de variance inversible ¥. Notons a = X~ (cov (Y, X1),...,cov (Y, Xy)), alors

E(Y|X:,...,Xs) = E(Y) +a*(X — EX).

En particulier, une variable (ou vecteur) gaussienne conditionnée par rapport & un vecteur gaussien est
encore gaussienne.
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Démonstration. On suppose que (Y, X1, ... , X4) est centré et on note Y = a*X. On vérifie facilement que
cov (Y=Y, X;) = E[(Y —=Y)X;] = 0 pour tout i = 1,...,d. Ainsi, puisque le vecteur (Xi,..., X4,Y =Y
est gaussien, que (Y —Y) est indépendant de (X,...Xy), on obtient que

=Y.

>

E(Y|X1,..., X)) =E(Y —Y|Xy,-- , X))+ Y =E(Y - Y) +

13.6 Point de vue hilbertien des espérances conditionnelles

L’espérance conditionnelle lorsque X est de carré intégrable s’interpréte géométriquement dans le
cadre de la théorie des espaces de Hilbert. L’application de la théorie des espaces de Hilbert aux espérance
conditionnelles est illustrée par le théoréme suivant.

Théoréme 13.6.1. Soient X une variable aléatoire de carré P-intégrable et G C F une sous-tribu.
L’espace des wvariables aléatoires G-mesurables de carré P-intégrable est un s.e.v. fermé noté Fg, et
Uespérance conditionnelle de X sachant G est la projection orthogonale de X sur Fg.

Démonstration. On doit montrer que pour toute variable aléatoire G-mesurable Y telle que E|Y|? < oo,
on a

E((X -Y)*) > E((X — E(X]§))*),

avec égalité si Y = E(X|G).

On vérifie tout d’abord que E[E(XG)?] < oo par I'inégalité de Jensen. Soit Y une variable aléatoire
G-mesurable telle que E(Y?) < oo, alors par Cauchy-Schwarz, XY est intégrable. Alors, d’'une part
E(XY)=E(YE(X|G)) et d’autre part,

E(XE(X|G)) = E[E(XE{X|G}|9)] = E(E[X|G]*).
En utilisant ces deux égalités, le calcul suivant termine la preuve

E[(X -Y)}) - E[(X —E(X|§))?] = E[X? - 2XY +Y? - X? + 2XE(X|G) — E(X|G)?]

E[Y? - 2YE(X|G) + E(X|6)%
E[(Y — E(X|9))?] > 0.

O

Remarque 116. Dans la littérature il existe deux points de vues équivalents pour construire ’espérance
conditionnelle : ou bien, on utilise le théoreme de Radon-Nikodym, ou bien on utilise le théoreme de
projection dans un Hilbert qui permet de définir I’espérance conditionnelle pour des variables aléatoires
de carré intégrable. La second méthode s’étend facilement aux variables aléatoires intégrables. En réalité,
les deux méthodes sont strictement équivalentes puisque le théoreme de Radon-Nikodym découle du
théoreme de projection. Néanmoins, les deux points de vues restent intéressants pour eux-méme, I'un est
tres centré sur la théorie de la mesure alors que 'autre est plus géométrique.

13.7 Lois conditionnelles régulieres

13.7.1 Densité conditionnelle

Lorsque la variable aléatoire par rapport a laquelle on conditionne, que I'on note Y ici, est a valeurs
discrete, disons dans N pour simplifier, il est facile de définir la notion de loi conditionnelle de X sachant
Y : c’est la famille de lois {P x|y—,,y € N} telle que si P(Y = y) > 0,

PX|Y:y(B):P(X€B‘Y:y)a BEB(R)a

et dans le cas contraire, P x|y—, est une probabilité quelconque.
Malheureusement, lorsque la variable aléatoire Y n’est plus a valeurs discretes, ce procédé ne s’étend
pas aussi simplement : si par exemple Y est de loi continue, P(Y = y) = 0 pour tout y € R. L’objet
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de cette section est de contourner ce probleme et plus spécifiquement d’énoncer le théoréme 13.7.3 dont
la démonstration (partielle) sera donnée & la fin de cette section. Ce théoréme permet de généraliser la
formule de Bayes aux lois a densités. On commence par un lemme technique qui peut étre également
utile dans d’autres contextes.

Lemme 13.7.1. Soit X une variable aléatoire a valeurs dans R et soit Z une variable aléatoire o(X)-
mesurable a valeurs dans RP. Alors il existe une application h : R? — RP mesurable telle que Z = h(X).
De plus h est définie Px-p.s..

Rappelons que o(X) est la plus petite tribu sur  rendant X mesurable. En particulier, puisque X
est F-mesurable (c’est une variable aléatoire), nous avons o(X) C F.

Démonstration. Si Z = h(X) alors Z est clairement o(X)-mesurable puisque, pour tout borélien A €
B(RP), h~1A € B(R?) et donc, puisque X est o(X)-mesurable par définition, il vient que X ~*h=1(A) €
o(X).

Pour la réciproque, il suffit de montrer que tout A € o(X) s’écrit X' B pour B € B(R?). Pour ce
faire, notons

A={Aco(X): IBeBRY), X 'B=A}

Clairement, A C o(X). De plus, ) = X 1) € A alors que A est stable par passage au complémentaire et
réunion dénombrable, ce sont les propriétés de I'image réciproque. Ainsi, A est une tribu contenu dans
o(X). Cependant, il est facile de voir que X est A-mesurable, donc A = o(X).

Ce résultat montre que si Z est une application o(X)-mesurable étagée positive, alors il existe
ai,...,a, € Ry et des boréliens By, ..., B, de B(RY) tels que

n n
Z = E ailqui: E Oéi]_BiOX.
i=1 i=1

11 suffit alors de poser h = Y " | a;1p, qui est une application borélienne étagée positive de R? dans R, .
L’extension du cas Z étagée positive a Z a valeurs dans RP se fait comme d’habitude : Z positive par
approximation, Z réelle en décomposant en partie positive et partie négative, Z a valeurs dans RP en
raisonnant composantes par composantes.

O

Ce lemme permet de donner un sens a la notation E(X|Y = y), d’ott la définition suivante.

Définition 13.7.2. Soit X & valeurs dans R? et P-intégrable et soit Y une variable aléatoire a valeurs
dans R?. On définit I'espérance conditionnelle de X sachant Y = y par E(X|Y = y) = ¢(y) ou ¢ est
une fonction mesurable satisfaisant (YY) = E(X|Y). De méme, pour A € F, on définit P(A]Y =y) =
E(14]Y =y).

Théoréme 13.7.3. Supposons que la loi jointe de (X,Y") admette une densité f par rapport a la mesure
de Lebesgue Apiq. Alors, Y admet une densité fy et la loi conditionnelle réguliére de X sachantY =y
admet une densité pour Py-p.t. y € RY, notée fx|y—,, définie pour x € RP par

fxy=y(2) = J;(;(’y%) 1¢sy >0}

De plus, pour toute fonction réelle p mesurable telle que o(X) € Lt et pour Py -p.t. y € R4,
E((X)Y =9) = | (o) fxv—yfo) do

Remarque 117. Le Py-p.p. provient du fait que fy (y) = [, f(2,y) Ap(dzx) est seulement définie Py-p.p..
Dans les faits, elle est souvent définie partout — typiquement si y — f(z,y) est continue pour presque
tout z € RP, mais pas seulement. Dans ce cas, 'expression de fx|y—, est toujours valide.
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Ezemple 52. Soit (X,Y) € R? de loi jointe fix,y)(z,y) = 1r, xr, (¥)ye ¥"e Y. Alors, Y admet pour
densité

fr () = 1z, (g)e / T ye v de = 1z, (y)e .

La densité conditionnelle fx|y—, est donnée pour presque tout y € Ry par

Ixjy=y(z) = 1, (7)ye v

Autrement dit, Y suit une loi exponentielle de parametre 1 et la loi de X sachant Y est une loi expo-
nentielle de parametre (aléatoire) Y, on note L(X|Y) = £(Y).

Corollaire 13.7.4. Supposons X etY indépendantes et de densités respectives, par rapport a A, et Ay,
fx et fy. Alors la loi conditionnelle régulicre de X sachantY admet fx pour densité.

13.7.2 Noyau de transition et loi conditionnelle réguliére

Dans toute la suite, X et Y sont des variables aléatoires définies sur un méme espace probabilisé
(Q, F,P) et a valeurs dans R? et R? respectivement. Tous ces résultats restent valables si X et Y sont a
valeurs dans un espace polonais, le lemme 13.7.1 étant méme vrai si elles sont a valeurs dans un espace
mesurable.

Définition 13.7.5. Une application K : R? x B(R?) — [0, 1] est appelée noyau de transition si les deux
conditions suivantes sont satisfaites :

1. pour tout x € R?, K(z,-) est une probabilité sur B(RP);

2. pour tout A € B(RP), 'application z — K (x, A) est B(RY)-mesurable.

Si K est un noyau de transition, alors on peut faire agir une probabilité p a gauche et une fonction
mesurable bornée f a droite de telle sorte que

(W, f) = (K f) = / L Hld)K (. di) ().

Plus directement, on définit la probabilité uK pour tout A € B(RP) par

pK(A) = /R w(dx)K (z, A),
et on définit la fonction K f pour tout = € RY

Kf(z)= [ K(z,dy)f(y).
RP
Définition 13.7.6. Soient X et Y des variables aléatoires a valeurs dans R et RY respectivement. Un
noyau de transition K : R? x B(RP) — [0, 1] est appelée loi conditionnelle réguliere de X sachant Y si
pour presque tout y € RY

P(X e BlY =y) = K(y,B) ou E(p(X)[Y =y) = K¢(y).
ou B € B(RP) et ¢ : RP — R borélienne bornée.

Au vu du lemme de factorisation 13.7.1, on voit tout de suite que pour chaque fonction ¢ borélienne
bornée on peut associer une fonction h,, telle que E(¢(X)|Y = y) = hy(y). Cela définit un opérateur
linéaire (dans un sens généralisé), c’est a dire un sous-espace linéaire de mM;,(RP) x mM,(R?), ou
mMy(R?) représente I'espace des fonctions mesurables (partout) bornées sur R?. Cependant, la fonction
he n'est définie que Py-presque partout et 'ensemble négligeable N correspondant dépend a priori de
@ et X. Mais l'espace des fonctions ¢ boréliennes bornées n’est en général pas dénombrable, ainsi on
ne peut pas trouver un ensemble négligeable N universel, c’est a dire valable pour chaque fonction ¢.
Néanmoins, on vérifie facilement que si ¢ est P x-intégrable alors hy, est Py-intégrable. En effet :

E[h,(Y)| = E[E(p(X)[Y)] < Elp(X)].
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Ainsi, on peut restreindre 'opérateur linéaire & ’espace L%,X (R2) x Li,y(Rq). Or il se trouve que L!
est séparable, c’est & dire contient un sous-ensemble dénombrable dense (c’est le cas dés que la tribu
est engendré par une famille dénombrable de parties). Ainsi, pour chacune des fonctions dans cette
partie dense, il sort un certain ensemble négligeable, leur réunion dénombrable est toujours négligeable
et convient & toutes les fonctions de la partie dense. Finalement, & ’aide d’un argument de continuité, on
peut choisir I'ensemble négligeable de fagon universelle. C’est ce que raconte le théoréme suivant (admis),
il implique I'existence de la loi conditionnelle de X sachant Y.

Théoréme 13.7.7. Soient X et Y des variables aléatoires & valeurs dans RP et R respectivement.
Alors, il existe un noyau de transition K : R? x B(RP) — [0, 1] tel que Px = Py K.

Ce théoreme permet de donner un sens a I'écriture P x|y—, puisqu’en 'espece
Pyjy—y(4) =P(X € AlY =y) = K(y,A), A€ B(R").

De méme, pour une fonction ¢ : RP — R, on aura

E(pX)|Y =y) = . K(y,dz)p(z).

On peut désormais montrer le théoreme 13.7.3.

Preuve du théoréeme 13.7.3. Calculons pour h X g : RP x R? — R borélienne bornée

T

b

k=)
>=
X
e}
—
B
=
~
—~
B
<
SN—
Q.
g
.
<
Il
=
=
X
Q
—
>~
=

= [ atsv) [ nw)K(.dz) dy

Rp

- /Rp+q hx g(z,y) fy (y) K (y, dz) dy,

ou la dernitre égalité provient du théoréme de Fubini. Ainsi, presque-partout, K (y,-) est absolument

continue par rapport a A, on note fx|y—, sa densité. Alors fix yy(z,y) = fy(y)fx|y=y(z) presque-
partout. O
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Lois usuelles

13.8 Lois discretes

Nom de la loi Support P(X =k) E(X) V(X)
: n n?—
Uniforme {1,...,n} 1 otl p-l
Bernoulli, B(p) {0,1} {1-p,p} D p(1—p)
Binomiale, B(n,p) {0,...,n} () —p)n* np np(1l —p)
Hvpergd Stri {O } (z\lrcl)(,ﬁzk) nN; nN1Na(N1+Na—n)
ypergeometrique PRI (NI::NQ) N1+N (N1+N2)2(N1+Nz—1)
Géométrique, G(p) | N\ {0} = N* p(1 — p)k—1 % 1p_2p
Poisson, P(a) N e*a%: a a
13.9 Lois continues
Nom de la loi Support Densité f(x) E(X) V(X)
. a b—a)?
Uniforme, U|a, b] [a, b] ﬁl[%b] (z) ;b ( 12)
z—p)?
Gaussienne, N (u, 0?) R 217”7 s L o2
Exponentielle, £(\) Ry e M1g, () : =
Gamma, I'(a, 0) R% Fe(:) 67911’“7111}@1 (z) 3 i
Chi-deux, x?(d) Ry Wmdﬂ_le_xﬂlﬂh (z) d 2d
Cauchy (centrée), C(a) R P Eewe) NON DEFINIE | NON DEFINIE

Fonction Gamma : ['(z) := [~ t*"'e7'dt, Rez>0.
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