1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD1 : Variables aléatoires réelles, vecteurs aléatoires

Exercice 1

Soit F': R — R la fonction définie pour « € R par F(z) = %1(_0070) () + 10,00) ().
1. Montrer que F est une fonction de répartition d’une mesure de probabilité.

2. En cas de réponse positive a la question précédante, on se donne X une v.a.r. de fonction de répartition F. La
variable X admet-elle une densité ?

Exercice 2

Soit X une v.a.r. de densité f(z) = me’wQ/zl(O,w)(x).
1. Vérifier que f est une densité de probabilité.
2. La variable aléatoire Y = X? est-elle & densité ? Reconnaitre la loi de Y.

3. Calculer 'espérance et la variance de Y.

Exercice 3

Soit X ~ N(0,1).
1. Déterminer les lois de eX (cette loi est appelée loi log-normale), | X| et X2 (loi du x2(1)). Pour ce faire, on déterminera
les fonctions de répartition et les densités.

2. Calculer I'espérance et la variance de ces v.a.r..
3. Calculer le moment d’ordre k (k € N*) de X.

Exercice 4

Une v.a.r. X suit une loi de Weibull W(a, ) si sa densité est égale a :

8

fx(x) =aBa’ e " 1g, (z), «,B>0.

1. Déterminer la fonction de répartition de X.

2. On suppose que X modélise la durée de vie d’un composant électronique. On appelle taux de panne de X la fonction :

hx(x) = %, x> 0.

Expliciter hx.
3. Calculer le moment d’ordre k (k € N*) de X. En déduire 'espérance et la variance de X.
Exercice 5

Montrer qu’une v.a. X non identiquement nulle & valeurs positives suit une loi exponentielle si et seulement si elle est
diffuse et sans mémoire, i.e. pour tous s,t > 0: P(X > s+ t|X > s) = P(X > ¢).

Exercice 6

La loi béta de lere espece Br(a,b), a,b > 0, admet pour densité :

1 -1 b—1 N /1 —1 b—1
T) = 7 (1 —=x 1 x), ou B(a,b)= 71—z dx.
@) = gragye (1= " o) @b = [ e t0-)
1. Montrer que B(a,b) = FF(ZI)JI:%) pour tous a,b > 0.

2. Soit U ~ Upp 1) Montrer que U et U 2 suivent des lois béta particulieres dont on précisera les parametres.
3. Calculer le moment d’ordre k (k € N*) de X ~ S;(a,b).
4. En déduire I'espérance et la variance de X.

Exercice 7

Soit X ~ N(0,1). On s’intéresse a la v.a. X = max(X,0).



1. Que vaut [, h(z) déo(x)?

2. A laide de la caractérisation par des fonctions tests, montrer que la loi de X est un mélange d’une masse de Dirac
en 0 et d’une loi & densité qu’on déterminera.

3. Déterminer I’espérance et la variance de X .
Exercice 8

Soit f: R — R, la fonction définie pour € R par f(x) = ou a > 0 est un parametre.

w(aﬁ&-xz)
1. Montrer que f est une densité de probabilité. La loi associée est appelée loi de Cauchy (centrée) de parametre a > 0
et est notée C(a).

2. Soit X ~ C(1). Montrer que X n’admet pas de premier moment.
3. Déterminer la loi de log | X].

Exercice 9

Soit X la durée de vie, en années, d'un composant électronique. On suppose que X ~ £(6) (loi exponentielle), § > 0.
En outre, I'exploitant a une politique le conduisant & changer systématiquement tout composant dont la durée de vie a
atteint 5 ans. Soit Y la durée de vie d’'un composant. Déterminer la loi de Y appelée loi tronquée.

Exercice 10
Soit X ~ £(§). Déterminer la loi de Y = [ X | ou |-] est la partie entiere.
Exercice 11

Soit (X,Y) et (U, V) deux vecteurs aléatoires de densités respectives

1 1
f(377y) = Z(l + xy)]'[fl,l]Q (l‘,y) et g(u7 U) = Zl[*1,1]2(u’ U)'

1. Vérifier que f et g sont bien des densités sur R2.
2. Déterminer les densités marginales de (X,Y) et (U, V) notées respectivement fx, fy,gu et gv.

3. Justifier que X et U d’une part, et que Y et V d’autre part ont méme loi mais que, cependant, (X,Y) et (U, V) ne
suivent pas la méme loi.

Exercice 12 (Extrait du partiel de novembre 2016)

Soient X et Y deux variables aléatoires positives de carré intégrable définies sur un espace probabilisé (2, F,P) et soit
a € (0,1).
1. Sous quelle condition a-t-on E(X?) = 0? Dans la suite une telle situation est supposée exclue.

2. En considérant la fonction A\ — E[(X + AY)?], retrouver I'inégalité de Cauchy-Schwarz
E(XY)? < E(X})E(Y?).

3. Montrer que pour tout a € (0,1)

4. En déduire
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD1 : Variables aléatoires réelles, vecteurs aléatoires

Exercice 1

1. La fonction F est croissante de R dans [0, 1], continue & droite, limitée & gauche (cadlag) — elle est en fait continue
partout sauf en 0, 'ouverture/fermeture des bornes sur les indicatrices est alors primordiale —, en lim,_, - F(z) =0
et lim, o, F(z) = 1. Donc F est une fonction de répartition.

2. La fonction F est dérivable sauf en 0. Un candidat naturelle pour la densité de X est sa dérivée : F'(z) = %ewl(_myo)
presque partout. Par contre, on vérifie que [ F'(z) dz = % # 1, donc X n’admet pas de densité. On aurait pu aussi
remarquer que P(X =0) = % contredisant ainsi le fait que X admette une densité.

Exercice 2

1. La fonction f est mesurable positive et
/f(a:) dz :/ 2™ dy = [—e~T /A3 = 1.
R 0

2. Utilisons la méthode des fonctions tests. Soit g une fonction mesurable bornée et calculons
o 2
[ owtrt) dy=Bla(v)) = Bloa?) = [ glaPyoe " da.
0

On fait le changement de variables y = 22, d’ot1 x = Vi et de =dy/2,/y :

o0 1 5
/ g(y)ie‘y/ dy.
0

On retrouve la densité d’une loi exponentielle de parametre %

3. On calcule a 'aide d’une intégration par partie :
o0 1 o0
E(Y) = /0 acie_””/2 dx = [—ze /2| +/0 ™2 do = 2.

De méme,

oo 1 o0
E(Y?) = / 3325671/2 dz = [—z?e™/?) +/ 2ce” %% dr = 4B(Y) = 8.
0 0

Dot V(V) =8—22 =14,
Exercice 3

1. Soit g une fonction mesurable bornée.

E X T 6_£2/2 d
(o) = [ gte) = do.
On pose y =e*, x =Iny et de = dy/y :
oo e—(Iny)?
E(g(e¥ )=/ 9(y)—=—= dy.
(g(e™) ; o
N E(g(|X - 26_.762/2 d
@) = [ g’ e

) < o=t /2 oo e—Y/2
E(g(X >>:2/0 o) dx=/0 o) =

Nous pouvons également tenter de caractériser ces lois a la de la fonction de répartition, méme si ce n’est la méthode
la plus facile a mettre en oeuvre.



— Soit t € R alors
F(t) =P(e® <t) =P(X <Int) = &(Int),

ou & est la fonction de répartition d’une loi gaussienne centrée et réduite. Pour obtenir la densité, on calcule la

dérivée :
e—(ln t)2/2

tV2m

On vérifie facilement que [, F'(t) dt = F(c0) — F(—00) = 1.

— Pour t <0, P(|X| <t) =0, sinon, pour ¢ > 0, nous avons

F(t) = P(X] <t) = @(t) — (1)

F'(t) =

Comme précédemment,

2
e—t2/2

o to @ /0 F/(#) dt = Fo0) — F(0) = 1.
— Pour t <0, P(|X?| <t) =0. Pour t > 0,
F(t) = P(IX[? < t) = &(VE) — D(~V).

F'(t)y=2

De méme,

/ e_t/z /

2. Calculons

o o—u?/2 ® exp(—(z — 1)?
o) = [* R [ e e,

De méme,

E(e**) = /OO o /OO exp(—(z — 2)2/2+2) dz = €2,

Enfin, V(e!X|) =e? —e=e(e — 1).

— On calcule )
o emT/2 2 2
E(|X|) :2/ T do =] Z[—e %22 = /2.
0 V2T T s
On remarque E(X?) n’est rien d’autre que la variance d’'une gaussienne centrée et réduite, elle vaut donc 1.
— Ici encore, pour les mémes raisons E(X?) = 1. Nous devons alculer E(X*?), on fait quelque chose de plus général
a la question suivante.

3. Soit k > 1, si k est impair, alors E(X*) = 0. Soit k pair, c’est & dire k = 2m.

—x2/2 2 1 2 2m —1 2
B(X2m) — / $2m6 / 2m—1 d e /2) _ _p2m—l,—w /2 iooo + p2m—2,—c /2 dr.
( ) R Vo V2r vV 27r[ ] Vor Jr
Ainsi, E(X?™) = (2m — 1)E(X?™2) = 2m)! Par exemple E(X%) =3et V(X?) =

2mm!*

Exercice 4
1. Pour t <0, P(X <0)=0.Sit >0, alors

t
P(X <t)= / afa? e dy = [—e_axﬁ]g 1 _eot”
0

2. 11 vient facilement que
aﬂxﬂflefaa:ﬁ

B—1
e—az5 :

hx(:C) =

3. Soit k > 1, alors par le théoreme de transfert

= afx

(oo}
E(X’f):/0 afalttke=es” gy

On fait le changement de variable y = az? d’ot z = (%)1/ '87 c’est un C'-difféomorphisme de R% dans lui-méme et
1_
dr = aB (£)”7 ! dy. 11 vient :

o 1—14k 1_q oo k k k
E(X*) — YNTETE (UNFTY Ly g —k/ﬁ/ by gy ok (B ) sk (B
(X") /0 (a) (a) e Vdy=a«a ; yfe Vdy=a 5+ e AV



Exercice 5
Supposons d’abord que X suive une loi exponentielle de parametre A > 0. Alors

P(X >s+1t) e At
P(X>s+tX>t) = PX > 1) = =P(X > s).

Réciproquement, supposons que X soit sans mémoire. Alors, pour tout entier n > 0 et £ > 0 :
P(X >nt+t|X >n)=P(X >t)P(X > nt)
Ceci montre que P(X > nt) = (P(X > t))™. Maintenant, pour tout p € Z et ¢ € N* nous obtenons
P(X >p/q) = (P(X >1/q))" et P(X>1)=P(X>q/q)=(P(X >1/9))".

Finalement, P(X > p/q) = (P(X > 1))P/4 = ¢a "PX>D),
Supposons un instant que P(X > 1) = 0 alors pour tout n > 1, 0 =P(X > 1) =P(X > 1/n)" donc P(X > 1/n)=0; il
vient alors par postivité de X que

PX#0)=P(X<0)+P(X>0)=P | [ J{X>1/n}| <) PX>1/n)=0

n>1 n>1

impliquant P(X = 0) = 1. Par conséquent si X est supposée positive et non identiquement nulle alors P(X > 1) > 0.
Enfin, X est diffuse donc sa fonction de répartition et sa queue de distribution est continue. Par densité de Q dans
R, on obtient par unicité du prolongement par continuité, que P(X > t)e“nP(X>1) pour tout ¢ > 0 et X suit une loi
exponentielle.

En fait, si X n’est pas supposée diffuse, elle suit une loi géométrique ou exponentielle suivant que P(X = 0) > 0 ou non.

Exercice 6

1. Rappelons que I'(z) = [~ t*"te~" dx. Alors

I(a)T(b) = / / (1 1) gy,
0 0

En faisant le changement de variable (u,v) = (t+s,t/(t +s)) ou de maniere équivalente (¢, s) = (uv, u(1 —v)). I est
clair que (t,s) = ¢(u,v) = (uv,u(l — v)) est un C*-difféomorphisme de (0,00) x (0,1) dans (0,00)2. La jacobienne

de ¢ est donnée par
v u
Jac(u,v) = (1 v _u> |

et son déterminant est —u. D’ou, par la formule du changement de variables
00 1 00 1
[(a)T'(b) = / / (uv)? b7 (1 — v)o ey dvdu = / utthlemu du/ v (1 —0v)""! dv =T(a +b)B(a,b).
o Jo 0 0

2. Tl est clair que U ~ B7(1,1). Pour U?, considérons g une fonction mesurable bornée

1 1

d
Bl = [ o6 o= [ o5
Il est clair que B(1/2,1) = 2 et donc U? ~ (7(1/2,1).

3. Nous avons

1 ! B Ml a+t
E(Xk) — / xa—l—i—k(l _ l‘)b_l dr = (CL + kab) — kflzo (a + ) .
B(a,b) Jo B(a,b) =0 (a+b+20)
4. Ainsi, B(X) = ;95 et B(X?) = 75— si bien que V(X) = il

Exercice 7

1. Par définition si h = 14 alors [ h ddy = do(A) = 14(0) = h(0). Cette égalité est encore vraie si h est une fonction
étagée et par convergence monotone si h est une fonction mesurable positive. Si h est intégrable, en décomposant
h = ht — h™ en parties positives et négatives, nous obtenons encore [ h ddy = h(0).



2. Soit g une fonction mesurable bornée et calculons

e—x2/2 5
Blo(x*) = [ alev 0 = do = 3000)+3 [ g@)\/}—x 1, (@) d.

Ceci montre que la loi de X est une combinaison convexe de dy et de la loi de densité \/ge*ﬁ/ g, (2).

3. Il suffit de remplacer g par la fonction identité :

1 2 2 1 2757 1
E(Xt) =2 \/7%/21 dy = —— |—e™ %7 /2| = —_,
X7 2/0 Ve R, (v) do \/ﬂ[ ‘ }0 V2r

Exercice 8

1. La fonction f est clairement positive et

oo

/]R f(a) do = LlT arctan(x/a)} =1

— 00

2. Par définition

<
EX|=[] — _ dr=c.
oo (14 22)

Pour la derniere égalité, il suffit de minorer & I'infini par une en 1/|x| qui n’est pas intégrable.

3. Soit g une fonction mesurable bornée. Alors
Blglog | X1)) = [ gloglel) — s do =2 [ gllogs) i d
= ) ————— dz = ) ———— dx

& eYy 1
= 2/mg(y)m dy = /Rg(y)mlnh(y) dy.

Exercice 9

Par définition, Y = X A 5. Soit g une fonction mesurable bornée, alors

E(g(Y)) = /0oo g(x A5)he™% do = /Rg(z)ﬁefexl[oﬁ] (z) dx + g(5)e°?.

—56

Autrement dit, Y ~ (1 — e™??)h 4+ ¢7%955 ot1 h est la densité h(x) = &7,%1[0,5] (z).
Exercice 10

Soit g une fonction mesurable bornée. Calculons

> -0 - i -8 8 = kb
E(g(|z])) = /0 g([z])0e™"" do = kz_:og(k)/k O dz =(1—e )kz:;)g(k)e :
Ceci montre que Y ~ 9(6*0).

Exercice 11

1. Les fonctions f et g sont positives. De plus :

1 1 1 2,11 1
1 1 T4y 1
—(1 drdy = — —= dy = — 2dy=1
,/_1 /_1 4( +xy) rey 4/_1 |:x+ 2 :|_1 y 4/_1 ¥ ’

1 1
— dudv = ~X([-1,1]%) = 1.
[ 3 o= Pt

et

2. Pour calculer la loi de X il suffit d’intégrer la densité jointe par rapport a sa seconde variable :

1
fx(@ = [ G0+a) di @) = 51 )

Remarquons que la densité f est symétrique : f(z,y) = f(y,x). Ainsi, fy = fx.

1 1
D’un autre coté g(u,v) = 51[,1,1] (u) 51[,1’1] (v).

gu (u) gv (v)




3.

On remarque que fy = fy = gu = gv si bien que U, V, X, Y sont identiquement distribuées. Cependant, f # g et
donc (X,Y) et (U,V) ne sont pas identiquement distribuées. Ceci montre un point important, de la loi du couple
nous pouvons toujours déduire les lois marginales ; par contre, les lois marginales ne suffisent pas en général a calculer
la loi du couple.

Exercice 12 (Extrait du partiel de novembre 2016)

1.

La variable aléatoire X2 étant positive, I'inégalité de Markov appliquée & X2 implique que P(X = 0) = 1, autrement
dit X = 0 presque siirement.

On pose g(\) = E[(X + A\Y)?]. 1l est clair que g est positive sur R. On développe le carré, on obtient
g(\) = E(X?) + 20AE(XY) + N’E(Y?).

Si E(Y?) = 0 alors Y = 0 presque stirement et I'inégalité de Cauchy-Schwartz est trivialement vérifiée. Supposons
donc E(Y?) > 0. Puisque la fonction g est de signe constant, nous obtenons que le discriminant est négatif ou nul :
4E(XY)? < 4E(X?)E(Y?), d’ol I'inégalité annoncée. Notons que le cas d’égalité signifie que g s’annule en un seul
point \g et dans ce cas X + \Y = 0 presque siirement, c’est & dire X et Y sont colinéaires dans L2.

Soit a € (0,1) alors puisque X est positive
E(X) = E(X1agx)) + E(X1jaE(x),00) (X)) < aE(X) + E(X1[aE(x),00) (X)),

et I'inégalité suit immédiatement.

En appliquant Cauchy-Schwartz au second membre de 'inégalité de la question précédente, on obtient
(1-a)’E(X)? < E(X1gx),0)(X))? <E(X*)P(X > aE(X)).

L’inégalité demandée suit trivialement.
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD2 : Indépendance

Exercice 1

Soit X une v.a.r. de densité
Jo(x) = coxligg(z), = €R,

ou # > 0 est fixé. Soient Xy, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de méme loi que X. On pose :
1 n
Xn=— le et Y, =max(Xy,...,X,).
1=

La variable X,, est appelée moyenne empirique.

1. Déterminer la constante cy et la fonction de répartion Fy de X.

2. Calculer E(X) et V(X). En déduire E(X,,) et V(X,).
3. Déterminer la fonction de répartition G,, de Y,, et sa densité, si elle existe, g,,.
4. Calculer E(Y;,) et V(Y7,).

Exercice 2

Soient X7,...,X,, des v.a.r. i.i.d.. On note u = E(X7) et V(X;) = 02. La variance empirique est donnée par I'expression

Montrer que
1 & —2
2 2
Sn=— Z X2-X,
=1
et exprimer P'espérance de S2 en fonction de 2. (On pourra considérer dans un premier temps p = 0).

Exercice 3

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de loi uniforme standard U] ;). Déterminer les densités des variables
aléatoires suivantes U = X + Y,V =X -Y, Z = XY, T = X/Y (suggestion : on pourra commencer par déterminer les
densités des couples (U, V) et (Z,T)).

Exercice 4

Soient X et Y deux v.a.r. indépendantes de densités respectives

f(x):ﬁl(ﬂg)(x) et gly) =ye ¥ lr; ().

Montrer que U = XY suit une loi centrée réduite. (On pourra considérer le changement de variables (z,y) — (u,v) =
(zy,v)).

Exercice 5 (Extrait du partiel de novembre 2014)

On considére deux variables aléatoires indépendantes X et Y respectivement de loi I'(a, ) et I'(b, ) avec a,b,6 > 0. On
pose
X

U=X+Y et T= .
troe X1y

On donne également la densité d’une loi I'(a, ) :

9(1
I'(a)

fz) =

e*‘%”av“*llﬂgjr (x), ze€R.

1. Calculer la densité du couple (U, T).

2. En déduire que U et T sont des variables aléatoires indépendantes.

3. Identifier les lois de U et T, et montrer que 7' suit une loi béta (a,b) de densité
I'(a +b)

fr(t) = W15‘1*1(1 — 1) o4 (2).



4. Soit Z = X/Y. Déduire de ce qui précede que U et Z sont indépendantes, et calculer la densité de Z. (Attention :
si il est possible de répondre cette question sans utiliser les questions précédantes, c’est plus long)

Exercice 6 (Extrait du partiel de novembre 2016)

Soient X et Y deux variables aléatoires réelles indépendantes de lois respectives Sr(a,b) et Br(a + b,¢) pour a,b,c > 0.
On rappelle que la densité d’une loi 8;(a,b) est donnée par

1

f(z) = ml[m] (z)z* 1 (1 — x)b_l.

On cherche & montrer que U = XY suit une loi S7(a, b+ ¢). On rappelle également que

T'(a)T(b)

B(a,b) :/0 Y1 —2)"Vdr et Bla,b) = T@th)

1. Donner la densité du couple (X,Y).
2. Calculer, & 'aide d’un changement de variable, la densité f(yy du couple (U, V) = (XY, Y).

3. Justifier que la densité fiy de U = XY est donnée par la forme intégrale suivante

1
B(a,b)B(a+b,c

1
fulw) = jloa (wu™! /u (v—u)"'(1—v)*" dv.

4. Conclure a laide d’un changement variable (unidimensionnel).

Exercice 7

Soit X = (U, V) un vecteur aléatoire de R? de densité fx. On considere Y = (R, ©) ses coordonnées polaires.
1. Montrer que Y admet une densité fy que l’on explicitera en fonction fx.

2. Application : Les véhicules spatiaux désirant s’arrimer & la Station Spatiale Internationale (ISS) s’appuient sur le
systeme de guidage GPS pour la phase d’approche de la station. Cependant, a faible distance de I'ISS, les signaux
émits par la constellation des satellites qui consistuent le systeme GPS sont fortement perturbés par des phénomenes
de réflexions multiples sur la structure métallique de la station. L’onde électromagnétique recue par le récepteur GPS
du véhicule spatial se présente donc comme la superposition de deux ondes en quadrature dont les amplitudes U et
V sont des variables aléatoires gaussienne N(0, 02) supposées indépendantes (pour des raisons d’isotropie). L’étude
de Pamplitude R = v/U? + V2 de 'onde recue est de premiere importance pour assurer un guidage fiable lors de la

manoeuvre d’arrimage.
(a) A Daide de la question 1, expliciter la densité du couple (R,0©).
(b) Montrer que R et © sont indépendantes.

Reconnaitre la loi de ©.

Exercice 8 (Extrait du partiel de novembre 2016)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi A'(0,1). Soit ¢ le C'*'-difféomorphisme de R%. x [0, 27)
dans R? défini par ¢(u,v) = (y/ucos(v), /usin(v)). On pose (U,V) = ¢~ 1(X,Y). On se propose d’étudier la loi du couple
(U, V).
1. Soit g : R? — R une fonction borélienne positive. Exprimer E(g o ¢~*(X,Y)) en fonction des densités de X et Y
notées fx et fy respectivement.

2. A laide du changement de variable (z,y) = ¢(u,v), montrer que

e~ u/? 1

B(UV) = [ o005t (051020 (0) dud.

Les variables aléatoires U et V sont-elles indépendantes ?
Déterminer les lois de U et de V.
Déterminer la loi de 1 — exp(—U/2).

Proposer une procédure permettant de simuler des paires de nombres aléatoires distribués selon une loi normale
centrée réduite dans le plan a partir d’une source de nombres aléatoires de loi uniforme. Cette méthode est appelée
méthode de Box-Miiller.

A



Exercice 9 (Extrait de l’ezamen de janvier 2009)

Soit (X,Y) € R? un vecteur aléatoire de densité f définie pour pour tout (z,y) € R? par
f(z,y) = K exp(6zy — 22% — 5y°)

1. Déterminer K.
2. Déterminer les lois marginales.

3. Les variables X et Y sont-elles indépendantes ?

Exercice 10

Soit Y ~ £(#) et € une variable aléatoire indépendante de loi de Rademacher symétrique, i.e. P(e =1) =1-P(e=—-1)=p
avec p = 1/2. Montrer que la variable aléatoire Z = €Y est & densité et la déterminer. Cette loi est appelée loi exponentielle
symétrique.

Exercice 11
Soit X une variable aléatoire de loi de Cauchy C(1) dont la densité est donnée par

1
f(x):m, x eR.

1. Montrer que 1/X suit une loi de Cauchy C(1).
2. Si Y, Z sont deux variables aléatoires indépendantes de loi A/(0, 1), montrer que Y/Z suit une loi de Cauchy C(1).
Exercice 12

Soient X7 et X5 deux v.a.r. indépendantes de lois exponentielles de parametres Ay, Ao > 0.
1. Déterminer les lois de m := min(X7y, X5) et M := max(X1, Xo).

2. Supposant que A\; = Ay montrer que m et M — m sont indépendantes.

Exercice 13

Un singe tape au hasard sur un clavier une lettre ou un symbole et recommence une infinité de fois de facon indépendante.
Montrer que, presque sirement, il aura tapé en entier Les Misérables de Victor Hugo sans aucune faute de frappe. N’a-t-on
pas un résultat plus fort encore ?
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD2 : Indépendance

Exercice 1

1. La fonction fy est positive, il s’agit de trouver ¢y telle que f fd\x=1.Dou
0
1= ce/ rdr = cef?/2 = co =2/0%
0

On déduit la fonction de répartition Fy pour ¢ € [0, 6]

Pour ¢ < 0, Fy(t) =0 et pour t > 0, Fy(t) = 1.

2. On calcule
2

B(Y) = o

/ 2?2 dr =20, et E(X?) = 7/ x5 dx = 6%/2.
0 3 6 Jo

Aussi, V(X) = 62/18.
Nous avons facilement que E(X,,) = E(X) et par indépendence des X,,, V(X,) = V(X)/n.
3. Soit ¢ € [0, 6], alors par indépendence

Gn(t) = P(max(Xy,...,X,) <t)=[P(X <t)]" = Fp(t)".
Pour t < 0, G,,(t) = 0 et pour t > 6, G,,(t) = 1. Un bon candidat pour la densité de Y,, est G/, (t) = nfaF(t)" ! =
Qn%l[oﬂ] (z). Cette fonction est positive et
0 2n—1 on 19
x x
2 =2 =1.

/0 9271 n [2n92n:| 0

Ainsi, g, = G, est la densité de Y,,.
2n—1

4. Nous avons g, () = 2n%5m—1jg ¢(x), ainsi

0 ,.2n
T 2n
ot ) 0 p2n+1 n )
E(Y, ) =2 —— dr = 0-.
v = [ S e
Finalement : 2 o )
V(Y)_n(2n—|—1) an*(n+1) 5 n?
e (2n +1)2(n+1) C @2n+1)2(n+1)

Exercice 2

11 suffit de développer le carré :
s I 24 B
Sn:—g Xi——XnE Xi—&-Xn:—E X - X,
n n n
i=1 i=1 i=1

Avec les notations de 'exercice,

Ly 2 — n—1
E(S) =~ > E(X})-E(X,) =4’ +0" = V(Xy) - p* = —0”.

£ n
i=1

On peut montrer (et on montrera, c’est une application de la LGN) que S2 converge presque stirement vers o2, cependant,
en moyenne S2 sous-estime la variance théorique : on dit que S2 est un estimateur consistant biaisé. Les logiciels donnent
en général la variance non biaisée —5S2.

Exercice 3



Soit g une fonction mesurable bornée sur R?. Notons que par indépendance, fx,v)(@,y) = 1j0,12(z,y). Calculons

1,1
E(GX +Y.X V) = [ [ gt yay) dedy,
0o Jo
On pose (u,v) = ¢(z,y) = (x + y,x — y). C'est un changement de variable linéaire, inversible. L’application ¢ est en

particulier un C'-difféomorphisme de R2. L’image de [0,1]? par ¢ est le carré ABCD ou A = (0,0), B = (1,-1),
C =(2,0) et D =(1,1). On notera A ce carré. La formule du changement de variable donne :

/[ ; gz +y,xz—y) dedy = /A g(u,v)|det D~ (u,v)| dudv.
0,1J°

Or
1 1 1
D¢~ (u,v) = (% _21) = |det Do~ (u,v)| = 3
2 2
La densité jointe de (U, V) est donc f(yvy(u,v) = 31a.
On calcule la densité de U en intégrant f(y,y) par rapport a v :
1 1 u 1 2—u
fuu) = [ s1a(u,v)dv = -1p917(u) dv + -1 97 (u) dv = uljgy(u) + (2 —u)lp o (u).
R 2 2 —u 2 —2+u

De facon similaire,

1 1 2+wv 1 2—wv
fv(w) = / ilA(u,v)du = 51[_1,0} (v)/ du + 51[071] (v)/ du = (14+v)1_1 0 (v) + (1 —v)1jo,1(v).
R —v v

Pour les variables Z et T nous procédons de la méme facon :

E(g(XY, X/Y) = /

gty o/y) dedy = [ g(z.0)ldet Do~ (1) dadt,

[0,1]2 A

ott ¢(x,y) = (wvy,x/y) = (2,t) et ¢~ (z,t) = (Vzt,1/2/t) = (x,y). L'image de [0,1]? par ¢ est un peu plus subtile. Soit
y € (0,1] fixé, on remarque que ¢([0,1] x {y}) = {(zy,z/y) : © € [0,1]}. Autrement I'image est un segment de droite (c’est
lindaire en la paramétrisation) d’extrémités les points (0,0) et (y, 1/y). Ainsi, ¢(]0,1] x (0, 1]) est la réunion de toutes les
segments issus de 1’origine et dont I’autre extrémité parcourt la courbe de I’hyperbole sur (0, 1]. Finalement, A = ¢((0,1)?)
est le domaine de R? délimité par I’hyperbole y — 1/y, I'axe des ordonnés et la droite issue de 1'origine et de pente 1.
On remarque que ¢ est un C* difféomorphisme de (0,1)2 dans A = (0,1) x (0,00). De plus,

D¢~ (z,t) = (2{5 _QVjE) = |det D¢~ '(z,t)| = 5
2zt 2t\/t
Finalement, en utilisant Fubini, en intégrant par tranches verticales
1 1/z 1
/ g(z,t)|det Do~ (z,t)| dzdt = / / — dtdz,
A o J. 2
st bien que f(z.1)(2,t) = 5;10,1)(2)1[z1/2 (1)
Commencgons par la densité de Z, on obtient
1/2’ 1
fz(z) = 10,3 (z)/ 5 dt = —ln(z)l[oyl] (2).
Remarquons au passage que
1
/ —1In(z) dz = [~zIn(2) + 2] = 1.
0
On calcule la loi de T également en découpant le domaine en deux
1 1 1/t 1 1
fr(t) = 51[0,1] (t) + 51[1,001 (t) : dt = 51[0,1] (t) + ﬁl[l,oo} (t).

Exercice 4



Soit h : R? — R, mesurable positive, par indépendance de X et Y’

E((XY.Y) = [ by ilcale )ﬁ

/ / (u,v) e~ 2 dudy
- VO — 02
v2/2
// (u,v) dvdu
Jul 77 112 u?

sy = [T
u) = ——— dv.
() lu] TVV2 —u?

— S22 ; - _w
On pose t = Vv? — u?, on obtient dt = mdv et donc

—u?)/2 00 —u?/2
€ 2 (&

L(u) = g =
(u) - /0 € o

1p, (y)ye /2 dady

La densité de XY est donnée par

Ainsi, XY suit une loi normale N(0,1).
Exercice 5 (Extrait du partiel de novembre 2014)

1. La densité du couple (X,Y) est donnée par

9a+b

a—1,b—1 —H(m—i—y)l .
T(a)T(b)" ‘ .

f(X,Y)(x7y) = +><R*+(x7y)'

Soit g une fonction mesurable bornée, calculons :

g(U,T)) / / r+y,z/(x+y) fixy (v, y) dedy.

On fait le changement de variable (u,v) = ¢(z,y) = (r+vy,x/(z+v)). On calcule ¢~ (u,v) = (uv,u(l1—v)) = (z,y).
On note que ¢ est un C*-difféomorphisme de R% x R% dans R% x (0,1) puis on calcule

v u

Do = ()

—u> —  |det D¢ (u,v)| = | — uv — u + wv| = u.

Finalement,

1 %) a-+b
E(g(U,V)) = /0 /0 g(u,v)r(i)r(b)(uv)alubl(l — )P tem %%y dudv =

/1 /OO ﬂuwb—le—"“va‘l(l — )" dudv
o Jo T(a)(b)

/ / 9a+b a+b—1e—9u 1 va—l(l . U)b_l dudv
T'(a+b) B(a,b)

2. De la question précédente, on observe que la densité de (U, V') est a variable séparées, elle s’écrit comme le produit
de deux densités unidimensionelles.

3. On reconnait la loi béta pour V et la loi T'(a + b, 6) pour U.

4. On remarque que V = XLJFY = ZLH ou de maniere équivalente Z = % Il est clair que puisque U et V sont

indépendentes, U est indépendante de toute transformation de V' d’ou Z et U sont indépendantes. Si g est mesurable
bornée, nous avons en posant z = v/(1 —v), dv = dz/(z + 1)?

1 0211 —yp b—1 0o ya—1
B(2) = [ ot/ = o) o= [ )

Exercice 6 (Extrait du partiel de novembre 2016)
1. On a

a1 =)ty (1 )t
fxv(@,y) =1pa2(2,y) B(a,b)B(a +b,c)




2. Soit h : R — R, mesurable positive,

1 1 20-1(] — g)blyatb—1(] _ )e-1
E(h(XY,Y)) = /0 /0 By, y) L B(a{b)g(a”f; D ey

_ 1 Lo A u\b=1 o1 dudv
~ B(a,b)B(a +b,c) /0 /0 flu, v) (5) (1 B ;) v (1=v) v

1 Lo dudv
_ h a—1l/ _ _\b—1, 6 —2 1— c—1
B(a,b)B(a +b,c) /0 /0 (u, )™ (o = w01 = v) v

! e a—1 b—1, —2 c—1
‘B(a7b>B(a+b,c>/o / hu, )u® (v — w07 (1 =) dudu

On reconnait la densité annoncée en intégrant par rapport a v.

v—u

3. On pose w = 7=.

Exercice 7
1. On fait le changement de variable (u,v) = (r cos(), rsin(9)).
2. (a) C’est l'application de la question 1 pour (U, V) un couple de gaussiennes indépendantes.
(b) Remarquer que la densié de (R, ) est & variables séparées (s’écrit comme un produit de densité).
(
(d

(e) C’est des IPP en faisant apparaitre a certains endroit I'intégrale d’une densité gaussienne.

)
)
¢) C’est une loi uniforme sur [0, 27).
) Soit on integre la marginale, soit on utilise I'indépendance pour identifier la densité marginale.
)
Exercice 8 (Extrait du partiel de novembre 2016)
1. On a par indépendance

Blgoo (YY) = [ a7 (X V) x(@)fy o) dody

2. On calcule

Do(u,v) =

—C;f%) —v/usin(v)
NG Vucos(v)

La formule du changement de variable implique

) o [det D(b(u,v)\:%.

E(9(U,V)) = /000 /:Trg(u, v)% dvdu.

3. La densité de (U, V) est a variables séparées si bien que U et V sont indépendantes.
4. Nous avons U ~ £(1/2) et V ~ U([0, 27]).

5. Par un changement de variable unidimensionel

—u/2

Blo(1— ) = [ gt - e du= [ gt i

On obtient 1 —e~U*/2 ~ ([0, 1]).

6. On est capable de simuler W, Z indépendantes et uniformes sur [0, 1], alors ¢(—21In(1 — W), 27 Z) est une gaussienne
bivariée.

Exercice 9 (Extrait de l’ezamen de janvier 2009)

1. Puisque f est positive, calculons a l’aide Fubini :

1
/ exp(6zy — 22°% — 5y°) dady = / exp[—2(z — §y)z] exp[—in] dxdy
R2 R2

2
1
= 6_92/2/ e~ 2@=3y/2) dxdy = 5\/ 2V 21 = .

R R

Dot K = 1/7.



2. Nous avons : ) )
efy /2 efy /2

frly) = /Rf(x,y) dr = — /RefQ(wf?)y/2)2 dr — —.

Un calcul tres simllaire en choisissant ’autre décomposition de Gauss pour la forme quadratique conduit a la densité
de X.

3. Les variables X et Y sont clairement dépendantes car la densités du couple ne s’écrit pas comme le produit des
densités.

Exercice 10

Soit g une fonction mesurable bornée, alors

0

Bla(e)) = Ple=1) [ g dy+ P = -1) [

— 00

1
g(y)0e W dy = / g(y)§96‘9'y' dy.
R

Exercice 11

1. 11 s’agit de faire le changement de variable y = 1/ qui est un C!-difféormisphe de R* dans lui-méme :
1 1 1
1/x) ———~ dx = ——— dy.
/Rg( / )W(lﬂcg) /Rg(y)y2 L
Ainsi, 1/X suit encore une loi de Cauchy.

2. On fait le changement de variable (u,v) = (y,y/z) qui est un C'-difféormorphisme de R x R* dans lui-méme. On

calcule .
D67 )= (1), 2] = et Do o) = ul/o?

La formule du changement de variable donne

6711,2/27142/2112 "LL|

E(o(v,Y/2)) = [ gluv) dudv.

R2 21 'Ui2
Pour calculer la loi de Y/Z il ne nous reste plus qu’a intégrer la densité de la loi jointe par rapport & u :

1 u? 2 1
- B N Y —
Ty)z v37 Jo e “ (1 4 v2)

Exercice 12

1. Calculons la loi du couple (X AY, X VY). Soit g une fonction mesurable bornée :
E(gXAY,XVY)) = / / gz Ay, z V y)Aidoe MY dady
o Jo

— / gz, y) A e M2 Y dxdy+/2 g(y, ©) M\ Aoe M2 Y dady.
R

+ RY
Ainsi la densité du couple est

f(q;)y) — 10S$§y)‘1)\2 [e—)\mf—)\zy + e—A2x+)\11J] i

Nous pouvons désormais calculer la loi du min

(o)
gm(x) = 1p, (33)/ Mg [em e A 7o dy = 1 () (Mg + Ag)e i),
xT
Ainsi le minimum suit une loi £(A1 + Az).
Pour la loi du max

Y
QM(Z/) — 2/ )\1)\2 [e—hx—)\zy + e—)\zw—hy] 1y20 dr = 1R+ (y) [)\26—)\21/[1 _ e>\1y] + )\16—/\11/[1 _ e—)\zy]] .
0

2. Calculons la loi de (m, M —m) en repartant de la densité jointe de (X,Y’) car nous ne connaissons pas la densité de
(m, M) mais seulement celles de ses marginales :

E(g(m. M~ m) = |

g(s,t — 8)21g<sc N2 M) dsdt = / g(u, v)2\2e™ =AY dydy
R2

2
R+

d’ou 'on déduit I'indépedance des deux variables (1s<; a disparu).



Exercice 13

On note A Pensemble des caractéres et symboles disponibles et on désigne par m = (x1,...,%n,) la suite de caracteres
et symboles qui correspond aux Misérables. On désigne par X; le i-itme caractére ou symbole tapé par le singe. La suite
(Xi)i>1 est 4.4.d. et X7 suit une loi uniforme sur A.

On note A 'événement “le singe écrit les Misirables sans faute de frappe”. Mathématiquement, A = {3k € N* :
(Xkt1s Xkt2y -+ o Xktno) = m}. Son complémentaire s’écrit

AE - {Vk‘ € N*, (Xk; e anH-’ﬂ/o) 7& m}

En posant
B = {Vk S N*7 (Xk)no+17ano+27 ... 7X(k‘+1)n0) 7& m}

et
Bl = {Vk S {17 C) n}7 (ang+17ano+27 e 7X(k+1)n0) 7é m}a

nous obtenons, A ¢ B ¢ B,,. Nous avons évidemment P(A%) < P(B) < P(B,,). Par indépendance,

n N 1 noqnN
P(B,) = H P((Xkno+1s Xknog+2s - s Xkt 1)no) M) = P((Xknot1, Xknot2s - - Xkt 1)no) 7 m)" = [1 - <N) } :
k=1

1l vient alors P(A%) = 0 d’ott P(A) = 1.
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD3 : Fonctions caractéristiques

Exercice 1

Déterminer la fonction caractéristique de X dans les cas suivants :
1. Px =6,,a€eR;

Py =1(6_1+61);

X ~ B(n,p);

Px =3 ,512""6n;

X ~P(O):

X ~ U[—l,l] 5

X admet pour densité fx(z) = (1 — |z])1j_11, © € R;

pour tout B € B(R),

®© N e o W

1 1
Px(B) = 513(0) + 4/[ - 1p(x) du;

9. X ~£(O).
Exercice 2
Soit X ~ N(0,1). Déterminer la fonction caractéristique de Y = X+ = max(X,0).
Exercice 3

Soient X; et Xy deux v.a. indépendantes de loi B(n,p) et B(m,p) ou p € (0,1). Montrer a l'aide des fonctions ca-
ractéristiques que X7 + X3 suit une binomiale B(n + m,p).

Exercice 4 (Extrait du partiel de novembre 2016)

Soient X1,---,X,, n > 1, des variables aléatoires réelles indépendantes et identiquement distribuées selon une loi normale
de moyenne 4 et de variance 02 > 0. Montrer en utilisant les fonctions caractéristiques que

X1+ + X,
ov/n

N0, 1),

La loi normale est dite a-stable d’indice a = 2.
Exercice 5 (Estrait de ’examen de février 2017)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes et de méme loi N'(0,0?), o > 0.

1. Montrer que X +Y et X — Y sont indépendantes et de méme loi que 1’on précisera.
2. Déterminer la loi de X/Y.

Exercice 6 (Extrait du partiel de novembre 2013)

On rappelle la densité et la fonction caractéristique d’une loi de Cauchy C(1)

1
=——  zeR, ¢(t)=el teR
f@)= oy TeR o) =c
1. Soit X ~ C(1), que peut-on dire de son espérance ? de sa variance ? Justifier.

2. Montrer que si X1, ..., X,, sont des variables aléatoires indépendantes de loi de Cauchy C(1) alors (X7 +---+X,)/n
suit également une loi de Cauchy C(1). (Une telle loi est dite 1-stable).

Exercice 7
Soient (Xj)g>1 une suite de v.a. i.i.d. et N une v.a. a valeurs dans N indépendante de la suite (X )g>1. On suppose que
E(X?) < oo et E(N?) < oo. Pour tout n > 1, on note S,, = >, _; Xj.
1. Calculer E(Sy) et V(Sy).

2. Calculer la foncton caractéristique de Sy et retrouver les résultats de la questions précédantes.



Exercice 8 (Extrait de l’examen de janvier 2017)
On consideére X, X5, X3 et X4 quatre variables aléatoires réelles indépendantes de méme loi N'(0,1). On pose Y =
X1 Xo + X3Xy.

1. Montrer que la fonction caractéristique de X1 X5 vaut

1
NS

t— ¢X1X2 (t) = E(eitX1X2) =

2. En déduire la fonction caractéristique de Y.

3. Soit Z une variable aléatoire de densité z — e~ 7| /2 par rapport & la mesure de Lebesgue sur R. Calculer sa fonction
caractéristique.

4. Conclure.
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD3 : Fonctions caractéristiques

Exercice 1

On calcule facilement :

© %o N e o R W
<

x (¢
__ sin(t)
¢X t) = t )
ox(t) = =)
¢X ¢ :%_*_%smt(t)’
X

Exercice 2
On calcule
1 1 /> /2.
YN
2 2 0 v

Notons ¢(t) = [~ \/geme—z?/z dz. Alors ¢ est C' et sa dérivée est ¢/(t) = [ \/gixeme_zz/z dz. Une intégration par

partie donne
oo o0
—iy/ geit’ce_gcz/2 — t/ \/56””6_””2/2 dx = 2\/5 — t(1).
T o 0 0 0

Il s’agit donc de résoudre une EDO linéaire du premier ordre avec second membre constant. L’équation homogene a pour
solution ¢(t) = ke~ Jo 5 5 = ke=t"/2,

Pour I’équation avec second membre, on applique la méthode de la variation de la constante. On pose y(t) = k(t)e
puis on calcule

o 1) =

—t2/2

2 2
z\[ =y () +tylt) =K (e T2 —th(t)e 24 th(t)e 2 = K(t) = i\[efz/?
m m

Ainsi, la solution de 'EDO avec secod membre est de la forme

2 [t
k—&—z\/»/ em/de].
™ Jo

Comme ¢(0) = 1, on trouve k = 1 et donc ¢(t) = e /2 + ie’t2\/gfg /2 dg.

ot) ="

Exercice 3
On rappelle que ¢x, (t) = (1 —p + pe®)™ et que les fonctions caractéristiques caractérisent la loi. Par indépendance,
Ox1+x, (1) = E(eX1eX2) = E(e" ) E(e"™2) = (1 — p + pe')" ™,

ot 'on reconnait la fonction caractéristique d’une B(n + m, p). Remarquons qu’il est primordiale que le parametre p soit
identique pour les deux variables aléatoires.

Exercice 4 (Extrait du partiel de novembre 2016)

Si X ~N(0,1) alors ¢x(t) = e="7°/2. Remarquons que A=t N(0,1) et calculons

E {expit(Xl—i_.“—'_Xn_n'u)} —E
ovn

f[leXp\j% (Xza— u)] = ox(t/Vn)" = e /2,



Exercice 5 (Extrait de l’examen de février 2017)

1. Soit t, s € R et calculons

1252 2 2

E(eit(X—‘rY)-'ris(X—Y)) — ¢(t+ S)¢(t _ S) — e—(t+s)2(72/2€—(t—s)20-2/2 —e o e—s o .

On reconnait le produit de deux fonctions caractéristiques d'une loi N(0,202%) d’ott X + Y et X — Y sont deux
variables aléatoires i.i.d. de loi N(0,202).

2. En faisant le chagement de variable (z,y) = (rsinf,r cos ), on calcule

X/Y 1 o)y — 2ty 1 g o
E(e"X/Y) = 7/ Ve 57 dady = / et nlre™ 2.7 drdf.
2mo? R2 R* X(—m,m)

Il vient alors par Fubini

1 . 1 7\'/2 .
E( ti/Y) /( )ezttane do = 7/ ezttanﬂ de’

27 T ) _x)2
par m-périodicité de la fonction tan. En posant s = tan @ si bien que # = arctan s et df = 1122 :
E(X/Y) = /OO cits ds o lsl
IRy

On retrouve que X/Y ~ C(1).

Exercice 6 (Extrait du partiel de novembre 2013)

1. 1l est connu que si X admet un moment d’ordre 1 alors la fonction caractéristique de X est C'. Il est clair que
¢ n’est pas dérivable en 0 donc X n’admet pas de moment d’ordre 1 : E|X| = co. Comme X ¢ L', X ¢ L? par
Cauchy-Schwartz.

2. Par indépendance

d’ou le résultat.

Exercice 7

1. On calcule par Fubini (on utilise le fait que X1, N € L) et en utilisant I'indépendance de N et (X )g>1.

=E <§: 1N_n5n> = iE(lN ) ZP n)nE(X,) = E(N)E(X)).

De méme, par Fubini (en utilisant que X1, N € L?)

=> P(N= Z P(N = n)[nE(X?) + n(n — 1)E(X,)E(X>)]
n=0

=E(N)E(X}) 4+ E(X,)?E[N(N —1)].
Finallement,
V(S,) = E(S?) —E(S,)? = E(N)E(X?) + E(X,)?E[N(N —1)] — E(N)?E(X,)?
=E(N)V(X1) + E(X;)*V(N).

2. On note ¢ la fonction caracteristique de X alors par Fubini et indépendance
W(t) = Ble'*] Z P(N = Gy o g(b),

ot G(s) = E(s") est la fonction génératrice de N. Remarquons que ¢ est C? comme la composée de deux fonctions
C?. Ainsi, Sy admet un moment d’ordre 2 et :

V() =¢'()G'(¢(t)) = E(Sn)=—i)'(0) = —i¢/(0)G'(1) = E(X1)E(N).
De méme,
Y(t) = ¢" (G (8(2)) + [¢' ()] + G (4(2))
d’ou
E(S%) = —(0) = ¢ (0)G'(1) — [¢' (0)°G" (1) = E(X2E(N) + E(X,?E[N(N — 1)}

Le calcul se termine de la méme maniere que la question précédante.



Exercice 8 (Extrait de l’examen de janvier 2017)

1. On note f la densité de A (0,1). On calcule par indépendance

E(eitst)f(S) ds = /e_t2s2/2f(8) ds = 1 /6—32(1+t2)/2 ds — ;
e Vit e 2m VIt

1+t2

bxixa(t) = B(eXi%e) /

R

2. Les variables X7 X5 et X3X, sont indépendantes d’ou

1

¢y(t) = ¢X1X2 (t)¢X3X4 (t) = 14+ +2 .

3. On calcule

itz+a 70 jto—az ] 0
Y Y O RN
2 Jr 2 it+1)_ 2|it—1], 2@+1 2it—1 1+

4. Ceci montre que Z et Y ont la méme loi.
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD4 : Vecteurs gaussiens

Exercice 1 (Extrait de l’ezamen de janvier 2017)

Soit (X,Y) un vecteur gaussien centré tel que E(X?) = 4, E(Y?) = 1. On suppose de plus que 2X + Y et X — 3Y sont
indépendantes.

1. Que vaut la covariance Cov(2X +Y, X —3Y)?
2. En déduire la covariance Cov(X,Y).

3. Déterminer la matrice de covariance de (X,Y).
4

. Montrer que le vecteur (X 4+ Y,2X —Y') est gaussien puis déterminer sa matrice de covariance.

Exercice 2

Soit (Uy)n>0 une suite de v.a.r. i.i.d. de loi normale centrée et de variance o > 0. Pour tout 6 € R, on définit la suite
(Xn)n>1 par X, = 0U,_1 + U, pour tout n > 2 et X3 = U;.

Montrer que pour tout n > 1, X = (X3,...,X,)* est une vecteur gaussien non dégénéré dont on précisera la densité,
I’espérance et la matrice de covariance.

Exercice 3

On considére X ~ N(0,1) et une v.a. € indépendante de X et de loi 5(6_1 + 01).
1. Montrer que la v.a. Y = €X est gaussienne et que les v.a. X et Y sont non corrélées.
2. Les variables X et Y sont-elles indépendantes 7

3. Le couple (X,Y) est-il gaussien ?

Exercice 4

(Extrait du partiel de Décembre 2013)]
La fonction caractéristique d’une loi du Chi-deux & 1 degré de liberté est donnée pour ¢ € R par () = 1/(1 — 2it)
On considere trois v.a. indépendantes X, Y et Z de loi N(0,1).

1. Donner la loi de la variable aléatoire U = X +Y + Z.

1/2.

2. Montrer que (U, X —Y') est un vecteur gaussien dont on précisera I’espérance et la matrice de covariance. En déduire
que U est indépendante des variables X —Y,Y — Z et Z — X.

3. Montrer que les variables aléatoires X +Y + Z, 2X — Y — Z et Y — Z sont indépendantes. Identifier les lois de
(2X —Y —Z)?/6 et de (Y — Z)?/2.
4. Vérifier I’égalité

(0= 4 =2+ (s =2 = 5 22—y = 2P + S(y = =)

pour tout z,y, 2 € R et en déduire I'expression de la fonction caractéristique de V = (X —Y)2+ (Y — 2)?+(Z — X)%
5. Les variables (X —Y)?, (Y — Z)? et (Z — X)? sont-elles indépendantes ?
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD4 : Vecteurs gaussiens

Exercice 1 (Extrait de I’ezamen de janvier 2017)

1. Comme il est supposé que 2X +Y et X — 3Y sont indépendantes, nous avons Cov (2X +Y, X —3Y) = 0.

2. Par la question précédante, en développant la covariance on obtient

0=Cov(2X +Y, X —3Y) = 2E(X?) — 5Cov(X,Y) — 3E(Y?),

5= (1),

4. Le vecteur (X +Y,2X —Y) est gaussien par transformation linéaire du vecteur gaussien (X,Y’). Plus précisément :

-6 )6

A

X+Y\ X\
o (50%) (1) =

et la matrice covariance est donnée par AXA*, c’est a dire

G0 ) -0

d’ott Cov(X,Y) = 1.

3. La matrice de covariance s’écrit donc

Il vient également que

Exercice 2

En écrivant

1 0 0
X1 6 1 o e
N 1 0 ;
Xn : ' L0 U,
o -~ 0 0 1
Ceci montre que (X1, ...,X,) est un vecteur gaussien d’espérance nulle et de matrice de covariance :
1 0 - -0 1 6 0 0 1 0 0 0
0 1 0 1 0 6 1+062
ol 1 ool o1 o= 142 . 0 | =T
o0 | 0 : : .0
0 0o 6 1 0 0 1 0o - 0 0 1+06°

2

On vérifie facilement que det ¥ = det AA*0? > 0 et donc que la loi gaussienne est non dégénérée. De méme, X! =

o 2(A"1)* A1, Pour une formule explicite de A~1 on peut éerive A~1 = (I + 0E)~" = S 7_}(=1)¥6¥E* ou E est la
matrice avec des 1 sous la diagonale et des zéros partout ailleurs. Nous vérifions que cette matrice rest nilpotente d’ordre
n et plus exactement EF = (e;kj)) avec eg? = 0 sauf pour j = k + 4 pour lequel cela vaut 1.

Exercice 3

1. Soit g une fonction continue bornée alors par indépendance
1
E(g(Y)) = E(Le=—19(=X) + L=1g(X)) = 5E(9(=X)) + FE(9(X)) = E(¢(X)),
car X et —X ont méme loi. Ainsi, Y ~ N(0,1). On calcule

Cov (X,Y) = E(XeX) = %E(—XQ) + %E(XQ) = 0.



2. Si X et Y étaient indépendantes, alors le couple (X,Y") serait gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance

I'identité. Par conséquent,
2 2
Py (s,t) =e "2/,

Or, un calcul tres similaire a celui de la question précédante implique

e (t=5)2/2 4 o~ (t+5)?/2
2

dx,v)(s,t) = B(e XY ) —

En spécifiant s =t = 1, on obtient e~ d’une part et (1 + ¢~2)/2 d’autre part. C’est une contradiction.

3. Si (X,Y) est gaussien alors X + Y est une variable aléatoire gaussienne. Or X +Y = (1 +¢)X et on constate que
P(X(1+¢)=0) = 1. Contradiction. Remarque importante : les notions de décorrélation et d’indépendance ne
sont équivalentes que dans le cas ot (X,Y) est un vecteur gaussien ; la normalité des marginales est insuffisante.

Exercice 4 (Extrait du partiel de Décembre 2013)

1. 11 est bien connu que U ~ N (0, 1).
2. On pose
1 1 1
A= (1 -1 0) '

Nous avons (U, X —Y)* = A(X,Y, Z)* si bien que (U, X —Y) est un vecteur gaussien comme transformation linéaire
d’un vecteur gaussien. Nous E((U, X —Y)*) = AE((X,Y, Z)*) = 0. Et la matrice de covariance est donnée par AA*

c’est a dire
1 1 1 Lo 3 0
1 -1 0 10 0 2

Par conséquent, comme AA* est diagonale, on conclut que U et (X —Y') sont indépendants. En échangeant les roles
de X,Y et Z de maniere convenable, on obtient également que U est indépendante de ¥ — Z et Z — X.

3. Nous avons

X+Y+Z 1 1 1 X

2X -Y-Z|=12 -1 -1 Y

Y -7 0o 1 -1 Z

B
Calculons

1 1 1 1 2 0 3 00
BB*=12 -1 -1 1 -1 1 ]=(0 6 0
0 1 -1 1 -1 -1 0 0 2

La encore, la matrice de covariance est diagonale et (X,Y, Z) est gaussien donc les trois variables considérées sont
indépendantes.

On remarque que en lisant la matrice de covariance que % ~ N(0,1) deméme que Y—JEZ ~ N(0,1). Leurs
carrés suivent une loi du x2 & un degré de liberté.
4. En utilisant ’égalité et I'indépendance de 2X —Y — Z avec Y — 7 :

b (1) = wEUE) = —

5. Etant donné que X — Y suit une N(0,2), on déduit que w ~ x2(1). Il en va de méme pour (Y;Z)2 et (Z;X)Q.

Supposons l'indépendance des trois variables aléatoires alors %V est la somme de trois x?(1) indépendantes si bien
que 1y (t) = (1—2it)=3/2 or Py (t) = o(t/2) = (1—3it)~! par la question précédante. On obtient une contradiction.
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES

TD5 : Convergences

Exercice 1

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a. de loi
n?

1 1
PXn == (1 2)50+2ng(5_n+5n)

1. Montrer que (X,),>1 converge presque stirement vers 0.

2. Que dire de la convergence en moyenne quadratique 7

Exercice 2

ENSAI

1. Soit (X, )n>1 une suite de v.a. 4.i.d. positives admettant un premier moment. On note E(X;7) = m < oo et on pose
U, = Xp/n* n > 1. La suite (U,),>1 converge-t-elle presque stirement ? dans L' ? En probabilité ? Si oui, vers

quelle limite ?

2. On suppose désormais que les v.a. X, admettent une densité

f(fl?) c )1-’L‘>07 HANS R

B m(x?+1
(a) Calculer la valeur de la constante c.

(b) Est-on dans les hypotheses de la question 17

(¢) Parmi les résultats obtenus a la question 1, lesquels sont toujours valides et pourquoi ?

Exercice 3 (Extrait de I’examen de rattrapage de mars 2014)

Soit X une v.a. de densité fy définie pour z € R par
Jo(x) = (1= 0)1_1/2,0)(x) + (14 0) 1,1 /9 (2),

ounfeR\{-1,1}.
1. Quelles sont les valeurs possibles de 6 7
2. Calculer Pespérance et la variance de X.

3. Soient X1,..., X, des v.a. i.i.d. de densité fy. Soient U,, et V,, les variables aléatoires définies par

U, = Z 1(_0070} (XZ) et V, = Z 1(0,00)(Xi).
=1 =1

(a) Montrer que U, et V,, suivent des lois binomiales dont on précisera la valeur des parametres. Les v.a. U, et V,

sont-elles indépendantes.

(b) Montrer que (U, — V;,)/n tends presque slirement vers une valeur déterministe que l’on précisera.

(c) Calculer E(U,,), E(V,) et en déduire la limite de E((V,, — U,)/n) quand n — oo. Ce résultat pouvait-il se

déduire de la question précédente ?
(d) Calculer E(U,V,,) et Cov(Uy, V,,).

(e) Montrer que V((U,, — V,,)/n) tend vers 0 lorsque n — oo. Ce résultat implique-t-il celui de la question 3b? En

implique-t-il une forme plus faible (que I'on précisera alors) ?

(f) Pour n grand, construire un intervalle de confiance pour 6 de niveau de risque 5% & partir des X;, 1 < i < n,

et un autre a partir des U;, 1 < i < n. Commenter. Quelle est I'utilité de supposer que n est grand ?

Exercice 4 (Estrait du rattrapage de février 2017)

Soit (X,,),> une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi de Bernoulli sur {—1,1} de parameétre p € (0,1). Autrement dit,

P(X;=1)=1-P(X; =-1)=p. Onnote S, = X1 + - + X,,.
1. Montrer que si p # 3 alors (|S,|)n>1 tend presque sirement vers +oc.

2. On considere désormais le cas p = % Soit a > 0.
(a) Calculer E[e®X1] puis E[e*"]. En déduire que E[(cosh o) "e*5n] = 1.



(b) A T'aide de la loi forte des grands nombres montrer que

eaSn M 1
) ~ cosha’

lm |—
n—oo {(cosh a
En déduire que (cosh o) ~"e*» converge vers 0 p.s..

(¢) Pourquoi ne peut-on pas appliquer le théoréme de convergence dominée ?

Exercice 5
Sur l'espace de Borel standard ([0, 1], B(]0, 1]), A), on considére la suite (X,,),>1 de v.a. définies pour w € [0, 1] par

X, (w) = \%1(0,1/@ (w).

Montrer que (X,),>1 converge en probabilité vers 0 mais ne tend pas vers 0 en moyenne quadratique.
Exercice 6 (Extrait de I’examen de rattrapage de février 2015)

On considére une machine soumise a des pannes. On note X; l'instant de la premiere panne et, pour ¢ > 2, X; le temps
de fonctionnement entre la i-ieme et (i 4 1)-iéme panne. On note T, instant de la n-ieme intervention de la maintenance
(supposée étre réalisée sans délai si bien que T,, = Xy + --- + X,,). On suppose les v.a. X; i.i.d..

1. On note N(t) = max{n € N: T, < t}, t € R;. Interpréter N(¢) dans le contexte de I’énoncé et montrer que pour
tout entier n > 0 et t > 0, {N(t) < n} ={T, > t}.

2. Justifier pour tout ¢ > 0 la double inégalité
Tne <t <Tn(y+1-

3. (a) Montrer que, pour n donné, la famille d’événements A; = {N(t) < n} est décroissante en ¢t > 0 pour I'inclusion,
i.e. s <t implique A; C A;.

(b) En déduire que si P(A;) — 0 lorsque ¢ — oo alors P(Ny>04:) = 0.
4. On suppose désormais que E(X;) = m < oc.

(a) Montrer que pour tout n entier, T,, admet un premier moment et en déduire que P(T,, > t) — 0 lorsque t — cc.
Que peut-on en déduire sur le nombre de pannes quand ¢ tend vers 'infini.

(b) Montrer que T,,/n converge presque-siirement vers une valeur & déterminer.

(c) En déduire que la suite T ) /N (t) converge presque-siirement vers m lorsque ¢ tend vers I'infini (on pourra se
contenter d’une heuristique).

(d) Montrer que pour ¢ € Ry

TN t Tn(t)+1 1
N < N@ < N 1 (1 * N(t)) '

(e) En déduire que t/N(t) converge presque siirement vers m et interpéter ce résultat dans le contexte de I’énoncé.

Exercice 7

Soit (X;,)n>1 une suite de v.a. i.i.d. de carré intégrable. On pose m = E(X;) et 0% = V(X}). Pour tout entier n > 1, on

pose
n

_ 1 & 1 _
X = — — _ 2.
"= S Xy et Z, - > Xk —X)
k=1 k=1
1. Calculer E(Z,,) ((Ce calcul a déja été effectué dans la feuille de TD 2.).

2. Montrer que Z,, converge presque sirement vers 2.

Exercice 8

On considére une suite de v.a. indépendantes (X,,)n>1 telles que, pour n > 1, P(X,, =n) =1/n=1-P(X,, =0).
1. Montrer que (X, ),>1 converge vers 0 en probabilité.
2. On pose Y,, =n~' Y7, Xj. La suite (Y,,),,>1 converge-t-elle vers 0 en probabilité ?
3. En utilisant le lemme de Cesaro, montrer que (X,,),>1 ne peut converger presque strement.
4

. Que dire de I'application du lemme de Cesaro a la convergence en probabilité 7



Exercice 9 (Extrait du rattrapage de février 2017)
Soit (Up)n>1 (respectivement (Y,),>1) une suite de variables aléatoires i.i.d. de loi commune la loi uniforme sur [0, 1]
(respectivement de loi de Poisson de parametre a > 0).

1. La loi faible des grands nombres L? s’applique-t-elle a la suite (U, ),>1 ? Justifier.

2. Soit f: R — R une fonction continue bornée. Calculer la limite

Jim f (M) dzy .. dz,,
n— 00 [0,1]™ n

On pourra montrer que cette intégrale est lespérance d’une fonctionnelle de la suite (Uy,)p>1.
3. Montrer que Z,, = >_;_, Y} suit une loi de Poisson de parametre na.
4. Montrer que (Z,/n),>1 converge en probabilité vers une limite que I'on précisera.

5. En déduire, pour toute fonction f: R — R continue et bornée, la limite

lim E e_o‘"
n—oo

k>0

(k/ n).

Exercice 10

Soient X7, ..., X, des variables aléatoires i.i.d. de loi commune p. On note Fj, la fonction de répartition empirique associée
et définie pour n > 1 et t € R par

1 n

w2 et

Montrer que si F est la fonction de répartition de la loi p, alors lim, . Fy,(t) = F(t) presque stirement pour tout ¢ € R.

3

Exercice 11 (extrait de ’ezamen de janvier 2014)

Soit (X,)n>1 une suite de v.a. : on suppose X,, ~ N (my,02); on suppose également que m,, — m et o, — o quand
n — oo.

1. Montrer que (X,,),>1 converge en loi vers la loi N'(m,a?).

2. Que se passe-t-il si ,, > 07

Exercice 12

1. On considere deux v.a.r. i.i.d. X et Y définies sur (2, F,P). On pose Z = X — Y et on note ¢x (resp. ¢z) la
fonction caractéristique de X (resp. Z).

(a) Montrer que Pz = P_ et que ¢z(t) = |¢x(t)|*> pour tout t € R.
(b) Montrer que Z € L? si et seulement si X € L.
2. Pour n € N*, on définit la fonction f,, par

Ful@) = { sin?(2rnx) x € [—1,1]

0 sinon

(a) Montrer que f, est la densité d’une loi de probabilité P,, ; calculer 'espérance et la variance de P,, et calculer
¢ sa fonction caractéristique.

(b) Montrer que si (X,,),>0 est une suite de v.a. de loi P,,, alors la suite (X,,),>0 convege en loi vers la loi uniforme
sur [—1,1].
(c) A-t-on convergence de la suite (f,)n>0? de la suite des variances des X, ?

(d) Montrer que si on suppose en outre I'indépendance des X, alors la moyenne empirique converge en probabilité
vers 0.

(e) Trouver un exemple de loi symétrique p pour laquelle il n’existe pas de couple (X,Y) de v.a. i.i.d. telles que
X —Y soit de loi p.

Exercice 13 (extrait de I’ezamen de janvier 2015)

Soit (P) la propriété suivante : si X et Y sont deux v.a.r. i.i.d. de loi commune j, (X +Y)/v/2 est aussi de loi p.
1. Montrer que la loi N(0,1) vérifie (P).
2. Soit pu une probabilité sur R telle que [, 22 du(x) =1 et vérifiant (P).



(a) Montrer que si X ~ p alors E(X) = 0.
(b) Montrer que pour tout n > 1 et toute suite X1,..., Xon de v.a. i.i.d. de loi y, la v.a.

on

Y, =27 "/2 Z X;
=1

est de loi p.
(¢) Montrer que la suite Y, converge en loi vers la loi normale centrée réduite.
(d) Identifier p.
Exercice 14 (Estrait du rattrapage de février 2017)

Soit (X,,)n>1 une suite variables aléatoires indépendantes et de méme loi. On suppose qu'il existe (o, A) € (0,00)? tels que

(%

La fonction de répartition F' d’une loi de Fréchet de parametre (a, \) € (0,00)? est donnée pour ¢t € R par
F(t) = 1(0’00) (t)e_atik.
Montrer que Z,, = n=x max (X1, ..., X,) converge en distribution vers une loi de Fréchet.

Exercice 15 (extrait de I’ezamen de janvier 2015)

Soit (X,,)n>1 une suite de v.a i.i.d. de loi exponentielle de parametre A > 0.

1. Soit § > 0.
(a) Montrer que si 6 < 1/X alors

1 1 ) n
P max X, < ~——0 | = (1 _ e—A(X—é) logn)
logn 1<k<n A

(b) En déduire que

1 1
limP< maxXk<—§>:0.
n—oo logn 1<k<n A

1 1 1
- < _
P(1 nlr&aé(nXk> )\—|—5> nP <X1> <)\+5> logn),

1 1
limP( maxXk>—|—§>:0.
logn 1<k<n

(¢) Montrer que

(d) En déduire que

n—oo A

(e) Conclure que la suite

1
( max Xk)
logn 1<k<n n>1

converge en probabilité vers une limite a déterminer.

e~

2. (a) Montrer que la fonction G(t) = e~ * est 1a fonction de répartition d’une loi de probabilité (appelée loi de

Gumbel).
(b) Montrer que si t € R alors

lim P < max Xj — logn < t) = G(t).

n—oo 1<k<n A

(¢) En déduire que la suite de v.a.

1
max Xp — osn
1<k<n A n>1

converge en loi vers une loi limite a déterminer.



Exercice 16 (Extrait de ’ezamen de janvier 2017)

Dans tout le probleme, log désigne le logarithme naturel et on convient que log0 = —oo.

Partie I

Soit (X, )n>1 une suite de variables aléatoires positives indépendantes et identiquement distribuées satisfaisant E(| log(X1)|?) <
o0. On pose m = E(log(X1)) et 0 = V(log(X1)). Enfin, on définit, pour tout n > 0, la variable aléatoire Y,, = []_, Xj.
1. Justifier la convergence presque-sture de %log(Yn) vers une limite que l'on précisera. En déduire la convergence
presque-sure de Y, /™ Vers une limite que 'on précisera.
2. On définit pour tout n > 0
log(Y,,) —nm
ovn )

La suite (Z,)n>1 converge-t-elle en loi ? vers quelle limite ?

Zn =

o
3. En déduire la convergence en loi de (e‘m\/ﬁYnﬁ)nz 1 vers la variable aléatoire e“" o1 I' suit une loi normale centrée
réduite. Justifier.

Partie I1

Rappel :

Une fonction f: R — R? est lipschitzienne si il existe une constante k > 0 telle que || f(z) — f(y)| < kllz —y|.

On munit R? de la norme euclidienne notée || - ||. Soient X un ensemble et (f.).cx une famille de fonction lipschitzienne
de R? dans R?. Pour chaque ¢ € X, on note c. la constante de Lipschitz, i.e. :

Ce '=  sup If=(2) = fe()ll

_ inf{k >0: Yoy e RUxRY 1) — ()] < ke —y||}.
z,yeR%:x Ay ||{E - y”

Soit Xy € R4 de loi p et (en)n>0 une suite de variables aléatoires & valeurs dans X indépendantes et identiquement
distribuées. On suppose en outre que (€, ),>0 est indépendante de Xy. On définit la suite de vecteurs aléatoires (X, )n>0
par récurrence :

Xo~p etpourtout n>0: Xpp1=fo (Xpn).
1. Pourquoi Xp41 = fo, o fe,_, 00 fo,(Xo) est-elle de méme loi que )~(n+1 =feo0fey0r0fe (Xo)?
2. Pour les questions a), b) et ¢) suivantes, on suppose que f.,(Xo) — Xo € L!.
(a) Montrer que pour tout k > 0 :

k—1
| Xisr = Xill < [ eallfen (Xo) — Xo
£=0
(b) Mountrer que pour tout n > 0et p >0 :
n+p—1k—1
Hf(n-&-p - )?nH < Z H ce, |l for.(Xo) — Xol-
k=n (=0

(c) En déduire, sous la condition E(c,) < 1, la convergence dans L' de la suite (X,,),>0 (on montrera que (X,,),>0
est de Cauchy dans L').

3. Pour les questions a),b) et ¢) suivantes, on suppose que fe,(Xo) — Xo € L.
(a) En utilisant I'inégalité de la question 2b), montrer que pour tout n > 0 et tout § > 0

oo k—1
P(sgl(:)) 1 Xntp — Xnl| >96) <P (sup ess || f<o (Xo0) — Xolloo Z H Cep > 6) .
p= k=n £=0

(b) En utilisant le critére de Cauchy pour les séries numériques, montrer, sous la condition E(log(e.,)) < 0, que

la série Y po H?:o ¢e, est convergente presque-stirement et en probabilité (on pourra utiliser le résultat de la
question 1. de la partie I).

(¢) En déduire que (Xn)nzo converge presque-sirement. On notera X, la limite.
4. En supposant les conditions de la question 3 satisfaites, montrer que (X, )n>0 converge en loi vers la loi de )A(:OO.
5. Parmi les conditions E(c.,) < 1 et E(log(c.,)) < 0, laquelle est la plus faible ?
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD5 : Convergences

Exercice 1

1. Soit € > 0 alors P(|X,| > ¢) = % ainsi 3, P(|X,| > £) < oo et X,, converge presque stirement vers 0 par

Borel-Cantelli.

2. On aE(X2) = 1 donc X,, ne converge pas vers 0 dans LZ.

Exercice 2

1. Soit € > 0, I'inégalité de Markov implique

donc U,, converge presque siirement vers 0, a fortiori elle converge en probabilité. Enfin, E|U,| = EX;/n? qui tends
vers 0 quand n tends vers l'infini. Ainsi U,, converge dans L vers 0.

2. (a) On calcule facilement [;° # =1douc=2

(b) Pas tout a fait car si X; est effectivement positive nous avons par contre EX; = oo.

(c) Clairement E|U, | = oo pour tout n > 1 donc U,, ne converge pas vers 0 dans L. D’autre part,

<2 2 1
P(|U,| > ¢) = P(X1 > n%) = /nzs ﬂTxx?) =1- ;arctann% = ;arctan -

Ainsi, U, converge vers 0 presque sirement et donc en probabilité.

Exercice 3 (Extrait de l’examen de rattrapage de mars 2014)

1. Une densité étant positive, on obtient que nécessairement 6 € [—1,1], comme —1,1 sont par hypothése écartés, il
vient 6 € (—1,1).

2. On calcule 0 12

1-60 1+60 0
xdm+(1+9)/ xdm:—i—l—i:f.
0

EC)=(1-0) [ S

—1/2
3. (a) Les variables aléatoires U, et V,, sont des sommes de Bernoulli indépendantes aussi U, ~ B(n,P(X < 0)) et
Vi ~ B(n,P(X > 0)). On calcule

-9 140
P=P(X<0)=—", e 1—p:P(X>0):%.

(b) Par la loi des grands nombres U, /n et V;,/n converge respectivement vers p et 1 — p si bien que (U, — V,,)/n
converge presque sturement vers 2p — 1 = —46.

(¢) Nous avons E(U,,) = np et E(V,,) = n(1 — p) si bien que E((V;, — U,,)/n) tends vers 1 — 2p = 0 lorsque n — .
En appliquant le théoreme de convergence dominée, la convergence considérée pouvait se déduire de la question
précédante.

(d) Comme U, +V,, = n, E(U,V,) = E(nU,) — E(U2) =n?p — np(1 — p) — n?p? = n(n — 1)p(1 — p). On déduit
Cov (Un, Va) = E(UnVy) = E(Un)E(Vs) = n’p — np(1 = p) = n*p® = n’p(1 — p) = —np(1 — p).

(e) On calcule

VU, — V) /n) = % (Cov(U — Vi, Uy — Vi) = V(Un) + V(Vi) — 2Cov(Un, Vi)]

2np(1 — p) + 2np(1 — 4p(1 —
_ 2np( p);; np(l—p) _ p(n P, o

Nous avons imE(V,, — U,)/n = 0 et im V((V,, — U,)/n) = 0, on en déduit que (V,, — U,)/n converge en
probabilité vers 6.



(f) Nous avons calculé précédemment que E(X) = 6/4 or un estimateur consistant de la moyenne est la moyenne
empirique. On peut donc considérer

Alors 6 converge presque surement vers 6 par la loi des grands nombres et le TCL implique :

6—0
\/540

Le probleme est qu’on ne connait pas o, I’écart-type de X, c’est en réalité une fonction de 6 le parametre
inconnu. On remplace donc ¢ par son estimation & :

= N(0,1).

Il est facile de voir en développant le carré que 6 converge presque stirement vers o. Puis le lemme de Slutsky
implique que

46 4o &
Ceci va permettre de construire un intervalle de confiance pour 6. On note tg = 1,96 alors

<0<0+

0.95:P<—t0<¢ﬁ94;9<t0>:P(é—4% < ‘”\;%’)

Dans les questions précédentes, nous avons montré que U, /n convergeait vers p = 1;—9. En ce sens,

N 2 n n - Yn
G_1_2Un_VuzUn
n n
est un estimateur consistant de 6. Encore une fois,
Co—p
Vn—2t—— = N(0,1),
i MO
si bien que par la delta méthode
/n) — 00
/)~ 110)
f'(p)p(1 = p)

= ~Vnggpary — V01,
4

ou f(z) =1— 2z. La encore, le lemme de Slutsky permet de remplacer 6 par 6 au numérateur. D’on

< to(1—0)%(140) < to(1—0)2(1+0)
g— =2 o <h<f4 2 i )

0.95=095=P (

Exercice 4 (Extrait du rattrapage de février 2017)

1. Par la loi des grands nombres, lorsque n — oo, S, /n converge presque siirement vers 2p — 1. D4ou l’on conclut
facilement que |S,| ~ |2p — 1|n et le résultat.
2. (a) Nous avons
e“+e @
E(e*1) = % = cosh a.

Puis, par indépendance, E(e®5») = (cosha)”. On en déduire trés facilement que E((cosha)™1e®9») =1, c'est
la linéarité de l'intégrale.

(b)

n—roo

|: eaSn :| 1/n _ eocS,,L/n 1
( )"

cosh« cosh o cosha’

Comme cosh a > 1 dés que a # 0, pour tout o # 0, (cosha)"e*5» ~ (cosha)™".

(c) Sile théoréme de convergence dominée était applicable alors

lim E((cosha) te*") = E( lim (cosh o) te®) = 0,

n— oo n—oo

ce qui contredit le résultat de la questio 2.(a).



Exercice 5

Remarquons que X,, est positive pour tout n > 1. Soit € > 0, alors
1 _1 1
MXy>e)=AMwiw< —Aeg )~ —.
n n

Ceci montre que X,, converge vers 0 en probabilité. Calculons d’autre part

1/n
E(X2) = / d _ 0.
O W

Donc X, ne converge pas en moyenne quadratique.
Exercice 6 (Extrait de l’examen de rattrapage de février 2015)

1. Pour t € Ry, N(¢) est le nombre de pannes avant le temps t. Cette égalité exprime simplement le fait que le temps
de la n-ieme panne est plus grand que ¢ si et seulement si il y a eu moins de n pannes avant .

[\

. Trivial.

@«

(a) Soit s <t alors toutes les pannes ayant eu lieu avant s ont eu lieu a fortiori avant ¢, c’est & dire N(s) < N ()
d’on A; C A,.
(b) Nous avons par décroissance que Ng>0A; = Np>0A4, ce qui implique que N;>pA; est mesurable. De plus, par
continuité a droite d’une probabilité :
P(ﬂt>0At) = lim P(An) =0.
- n— oo
4. (a) Puisque T, est positive, on peut calculer E(T;,) = nm ce qui montre que 7,, admet un premier moment. Par
I'inégalité de Markov,
nm
P(T,>1t) < o —t—00 -

De 14, avec la question 1., on obtient P(N(¢) < n) = P(T,, > t) d’ott N(t) — oo lorsque t — oo.
La loi des grands nombres implique que T}, /m converge vers m presque slirement.

)
(¢) Comme N(t) tends vers l'infini, ?VN((;)) converge presque siirement vers m par composition de limite.
)
)

Ce n’est ni plus ni moins que 'inéquation de la question 2. renormalisée par N (t).

Par encadrement, on obtient facilement que ¢/N(t) converge presque siirement vers m lorsque ¢ tends vers
linfini. On a montré que le nombre moyen de pannes sur un long intervalle [0,¢] est de l'ordre 1/m, c’est
inversement proportionnel au temps entre deux pannes.

Exercice 7

1. Voir le calcul effectué dans la feuille de TD 2.

2. De méme, nous avons déja montré que
I —
Zn=— ZX,? —(X,)%
k=1
En appliquant la loi des grands nombres aux deux termes, on trouve le résultat souhaité.

Exercice 8

1. Soit e > 0, il s’agit de calculer P(|X,,| > ) = 1/n qui tends vers 0. D’ol1 la convergence en probabilité.

2. SiY,, tend vers 0 en probabilité alors Y;, converge vers dp en loi dont la fonction caractéristique est ps,(¢) = 1
pour tout ¢ € R. Nous allons montrer qu'’il existe ¢y € R tel que limsup,,_, . |¢y, (to)] < 1 ce qui nous donnera la
contradiction recherchée.

A Daide de I'indépendance des X,,, on calcule

. n X n 1 eitk/n n
=B o) = [T o] - JT (1- 3+ 557) -
k=1 _

k=1

1— 6itk/n n
()
k=1

Par ailleurs,

1— eitk/n 1— e—itk/n
=) (1 - —

. 2(1 — CO:(tk’/”)) n 2(1 - sz(tk/n)) —1— %(1 — cos(tk/n).




De 14, on considere t € [—m/2;7/2] et on utilise les inégalités de convexités In(1+x) < z pour > —1 et cos(z) —1 <
—27 pour z € [0,7/2]. On obtient

n _ 1/2
loy, (t)] = exp {Zlog (1 - %(1 - cos(tk/n)) }
k=1

n

< exp {Z kl;l(cos(tk/n) — 1)} < exp{—:_|t|:lz k;l}

k=1 k=1
En passant & la limite supérieure, le lemme de Cesaro donne, pour ¢ € [—7/2,7/2],

2
limsup |py, (t)] < exp {—|t} < 1.
™

n—oo

3. Supposons que (X, ),>1 converge presque siurement. Alors sa limite ne peut étre que 0 puisque c’est la limite de
(X,)n>1 en probabilité. Alors par définition, il existe N C Q tel que P(N) = 0 et w € NC implique (X,,(w))n>1 est
une suite réelle convergente. Le lemme de Cesaro implique que

n— oo n—oo

. R L
lim Y, (w) fnlirlgoﬁ’;Xk(w) = lim X, (w).

Ceci montre que (Y;,) converge presque sirement vers 0 donc en probabilité vers 0. Contradiction avec la question
précédente.

4. 1l n’est plus valide.

Exercice 9 (Extrait du rattrapage de février 2017)

1. La suite (U,) est i.i.d. et U; admet un moment d’ordre 2. Ainsi la loi faible des grands nombres cadre L? s’applique.

[ (A (D]
[0,1]™ n n

Par la loi faible des grands nombres, nous obtenons la convergence en probabilité de

Ui+ U, 1
Iim —mM = —.

n—oo n 2

2. Il est clair que

La convergence en probabilité vers une constante implique la convergence en loi vers la mesure de Dirac en cette
constante. Par définition de la convergence en loi, puisque f est supposée bornée, nous avons

lim B {f (Ul T . U”ﬂ = £(1/2)

n—oo

3. Rappelons la fonction caractéristique de la loi de Poissons

= (aeit)k —a —a ae't —a(l1—e'
k=0

Ceci permet de calculer la fonction caractéristique de Z,, par indépendance
0z.(t) = oy (t)" = e,
On reconnait la fonction caractéristique d’une poisson de parametre na.

4. La loi faible des grands nombres cadre L? implique que Z,,/n converge en probabilité vers E(Y1) = a.
5. On remarque que

an k
Ze_an( k!) Fk/n) = B(f(Zn/n)) —noo f(@),

E>0

par les mémes arguments que pour la question 2..

Exercice 10

Il s’agit de la version simple de Glivenko-Cantelli, le vrai théoreme de Glivenko-Cantelli est montrée dans le cours : pour
tout t € R on veut montrer que F,(t) converge presque stirement vers F'(t). Dans ce cas, Fj,(t) converge presque-siirement
par la loi des grands nombres vers E(1(x, o) (t)) = P(X1 < t). Ceci signifie que pour tout ¢ € R, il existe un ensemble
négilgeable N; tel que w ¢ Ny, lim,, o0 F(t,w) — F(1).

Exercice 11 (extrait de 'ezamen de janvier 2014)



1. Soit g une fonction continue bornée et Y ~ A(0,1)
E(9(Xn)) = E(g(onY +my)).

Nous avons ¢,Y + m, converge presque siirement vers oY + m. Comme g est continue, g(c,Y + m,) converge
presque siirement vers g(oY +m) et sup,,~q [9(0nY +my)| < [|glo- Le théoréme de convergence dominée implique

lim E(g(X,)) = lim E(g(c,Y +m,)) = E(g(cY +m)) = E(g9(X)).

n—oo n— oo

Ceci n’est rien d’autre que la convergence en loi.

2. Lorsque o, — 0, alors la loi limite est d,,. Ceci implique la convergence en probabilité de X,, vers m.

Exercice 12
1. (a) Par hypothese Px ® Py = Py ® Py si bien que £(X,Y) = L(Y,X). En notant p : R?> — R définie par
p(z,y) = x — vy, il vient alors L(p(X,Y)) = L(p(Y,X)). Dou Pz =P_3.
Par indépendance de X et Y, nous avons ¢z = ¢x¢_x = dxdx = |ox|*
(b) On suppose que X € L? alors par Cauchy-Schwartz X € L! et

E(Z%) = E(X?) - 2E(X)E(Y) + E(Y?) = 2(E(X?) — E(X)?) =2V (X).

Ainsi, Z € L.
Réciproquement, supposons Z € L? alors par le théoréme de transfert et le théoreme de Fubini pour les fonctions
mesurables positives

/22 P = //(1: )2 P (dz)Py(dy) < oo,

Par conséquent, I'inégalité de Markov implique que (X —y) € L? pour Py-presque tout y € R. Il est alors clair
que X € L2 — il suffit pour cela que X —y € L2 pour un seul y € R.

2. (a) Il est clair que f, est positive pour tout n > 1. Puis, on calcule
1 1 [
/ sin?(27nz) de =1 — 5/ cos(4dmnx) dx = 1.
-1 -1

Soit X,, une variable aléatoire de densité f,. Notons que |X,| < 1 presque stirement, elle admet donc des
moments de tout ordre. De plus, par parité

1
E(X,) = / xsin?(2mnz) dz = 0.
1
Enfin, & I’aide d’une IPP

1 22 sin(4mna) ! +/1 x sin(4mnzx) .
2 4mn -1 1 4n

e 1/t
V) =B =5 [ atde— [ o costimne) do =

W =

N

A Taide d’une seconde IPP :

T, 1 1
/ xsm(47m:v) dp — [_w cos(47rmc)] N / cos(4mnx) i,
1 1

1 dmn 1672n2 1672n2
Finalement,
V(X)) =2 L
"3 8mn?

Enfin, calculons la fonction caractéristique :

I Lt in(t) 1 ',

O (t) = f/ e dx — f/ e cos(4mnzx) dr = sin(t) _ 7/ e cos(4mnz) dx.
2 —1 2 1 t 2 —1

Puis, notant I,, = fil e'® cos(4mnx) dz, et intégrant deux fois par parties, on obtient :

i 1 , 1

sm(47mm)eim] o e sin(4rnz) dx
)

1

1
/ e cos(4mnzx) dr = [

1 dmnx 4 J_4

=0



et

1 1 .
. _ cos(4 . ¢
/ e sin(4nnzx) dr = Me”x + Z—In.
1 4n _1  4mn
Finalement, _ _
I, = — it et i < + t2 Ina
dmn  4mn 167202
d’ou
1 (1- t2 __tsin(?)
1672n? 8m2n?2
et
I - 2tsin(t)
"2 —16m2n?”
Enfin,
sin(t) t2
t) = 1-— .
én(t) t { 2 — 167r2n2]

(b) Rappelons la fonction caractéristique de U[—1,1] :

d)(t) — 1/ eitw dr = Sin(t).

1 t

On constate donc que lim, o ¢n(t) = ¢(t) pour tout ¢ € R. Ceci montre que X,, converge en loi vers la loi
uniforme sur [—1,1].

(c) La fonction y — sin®(2my) est -périodique. Par ailleurs, la suite nz mod 3 est dense dans [0, 1) des que = ¢ Q1.
Ainsi, dés que z ¢ Q, I'ensemble des valeurs d’adhérences de f,(z) est [0,1]. Si z € Q, la suite nz mod % est
périodique et 'ensemble des valeurs d’adhérence de f,,(z) est fini. En fait on voit facilement que f,(z) converge
uniquement pour z = 0 mod %, seul cas ol f,, () ne posseéde qu'une valeur d’adhérence.

De plus lim, ., V(X,) = % Notons que cette variance limite n’est rien d’autre que la variance de la loi
uniforme sur [—1,1].

(d) L’indépendance des X, et le fait que X, est de carré intégrable pour tout n implique par Bienaymé-Tchebichev

que, pour tout € > 0,
1 n
Pl||- X

(e) Une telle loi u symétrique admet une fonction caractéristique positive. Or, si p est la loi uniforme sur [—1, 1],
sin(t)
z

— 0.

n2e? — 3ne?

>E> S V) 1

alors fi(t) = . En particulier, i est négative sur (—,0), c’est une contradiction avec la question 1.

Exercice 13 (extrait de 'ezamen de janvier 2015)

1. Si X,Y sont deux variables aléatoires gaussiennes centrées, réduites et indépendentes alors (X + Y)/v/2 est une
gaussienne et
E(X+Y)/V2)=0 et V(X+Y)/V2)=(V(X)+V(Y))/2=1.
D’ou le résultat.

2. (a) L’existence d’'un moment d’ordre 1 pour X est immédiate. Par hypotheése
1
1=E(X? = SEI(X + Y)?] <= 0=EX)E(Y)=E(X)?

d’ot E(X) =0.
(b) On procede par récurrence, pour n = 1 c’est exactement I’hypothese (P). Supposons donc Y, ~ p. Alors
> ~ n+1

Yogr = B on ¥ = 27/2 37

i—ony1 Xi- En utilisant I'indépendance par paquet, nous avons que Y, et Y,

sont deux variables aléatoires indépendantes. Par hypothese de récurrence, elles sont de méme loi p. La propriété
(P) permet de conclure.

(¢) C’est une application du TCL puisque les X; sont i.i.d., admettent un second moment et E(X;) =0, V(X;) = 1.

(d) Pour tout n > 1, Y,, ~ p et la convergence en loi précédente implique pour tout fonction g continue bornée

E(g(Z)) = lim E(g(Y,)) =E(g(Y1)), avec Z~N(0,1).

n—o0

Donc p est la mesure gaussienne standard.

1. C’est 'ergodicité des rotations irrationnelles : sur R/7, on note Rn(z) =  + o mod 1; cette application laisse invariante la mesure de
Lebesgue, il faut alors montrer que ce systéme dynamique est mélangeant lorsque anotinQ ; enfin, on peut déduire que tout ouvert est visité
par l'orbite de R,.



Exercice 14 (Extrait du rattrapage de février 2017)

Notons Fj, la fonction de répartition de Z,, alors pour tout t € R

Fo(t) = P(Z, <t) = P(max(Xy,...,Xn) < n'/?) = F/ )" = exp{nIn[1-P(X1 > n'/ )]} —n_soo e—at’ﬁ[om)(t).



Exercice 15 (extrait de 'ezamen de janvier 2015)

1. (a) De maniere assez classique

l_ = — — _ —A(%—J)logn n
(logn 1?1%1)(’“ < 3 5) =P (max(Xq,...,X,) < (1/A=§)logn) = (1 e )

(b) Par hypothese, 1/A—6 >0

(1 — e M579) log”)n = exp {nlog {1 — e 39) log”} } ~n—so0 €XP {—ne_’\(%_‘s) 1°g"} — 0.

(c) Dire le maximum dépasse un certain seuil signifie qu’il existe un X; qui le dépasse d’olt le résultat.

1 1 1
J— < - .
(logn 121,?%(”}(1@ > 3 +5> <nP <X1 > ()\ +5> logn>

nP <X1 > <§\ +5> logn> = nexp{—)\ (i +6> logn} — 0.

max Xk—1‘>(5> :P(
logn 1<k<n A

(d) Nous avons

(e) Soit 6 € (0,1/X)

1 1 1 1
P max Xy < ——0)+P max Xp > —+4d) —0.
logn 1<k<n A logn 1<k<n A

2. (a) La fonction G est continue et croissante comme la composée de deux fonctions continues et décroissantes. De
plus, lim;—, oo G(t) = 1 et lim,, o, G(t) = 0.

(b) Soit t € R alors

1 n
lim P ( max X — Oin < t) = (1 - e_A(t'Hog(”)/)‘)) ~exp{—e Mne 5"} — G(1).

n— oo 1<k<n

(c) Cela montre la convergence vers la la loi de Gambel puisque la suite de fonction de répartition convergence
ponctuellement vers G pour tout ¢t € R.

Des résultats de cet exercice, on obtient un nouvel estimateur du parametre 1/\ de la loi exponentielle. Remarquons que
la largeur de I'IC associé est de 'ordre logn.

Exercice 16 (Extrait de ’ezamen de janvier 2017)

Partie I

1. Nous remarquons que

1 1 —
ZlogY, = HZlogxk — E(log X1),

" k=1
c’est la loi forte des grands nombres cadre L2. En passant & I’exponentielle qui est une fonction continue, on obtient
que Yn1 /n converge presque siirement vers eBlog(X1)),

2. 1l suffit d’appliquer le TCL :
~ log(Ys,) —nm

avn

oZ

I = N(0,1).

n converge en loi vers el or e7%r = e

3. Le théoreme de l'application continue implique e —myny, e

Partie I1

1. Puisque les €, sont i.i.d. et indépendante de Xy, nous avons que L(eq, . .. ,&n, Xo) = L(€n,...,€0,Xo). Dot L(X,,) =

L(X).
2. (a) Montrer que pour tout k > 0 :

n—1

1K = Xl = e 0 -0 fer(Xo) = frp 00 fory, (X0) | < [ erllfer (X0) — Xoll.
k=0



(b) Soient n,p >0

~ _ n+p—1 ~ ~ n+p—1k—1
IXntp = Xall < D 1Kk = Xl < D T eerllfen(Xo) = Xoll-
k=n k=n (=0
(¢) On calcule
n+p—1k—1 n+p—1

E|Xpp = Xall < Y0 [T ecllfen(Xo) = Xoll = Y E(ez) E[ll fo0 (X0) = Xoll],

k=n (=0 k=n

en utilisant le caractere i.i.d. de la suite €. On déduit

W B Ky~ Kol < Lo (00) - o).
p>0 1-— E(CEO)
D’olt X est une suite de Cauchy dans L.
3. (a) En utilisant la question 2b),
~ ~ oo k-1 oo k-1
sup || Xp4p — Xn || < Z H Cep || fer (Xo) — Xol| < [
p=0 k=n (=0 k=n (=0

D’oti 'on déduit

co k—1

ST ] sup ess | fo (Xo) — Xol.

P(sgg [ Xpip — Xn|| >6) <P (sup ess | fzo(X0) = Xolloo Y [] ¢z > 5) .
p=

k=n £=0

(b) La question I.1. implique la convergence presque sire

(H csﬂ) — expE(loges,) < 1
=0

puisque E(logec,,) < 0.

(¢) Puisque la série Zzozo H?:o Ce, est presque stirement convergente, le reste de la série tend presque stirement

vers 0. Comme sup ess || fe, (Xo) — Xo|| < oo par hypothese, il vient que P(sup,> ||)Z'n+p — X,|| > 6) tend vers

0 lorsque n — oo. En particulier, X,, converge presque sirement vers une variable aléatoire que ’on notera

Xo.

4. Puisque pour tout n > 0, X, et X,, ont méme loi, on obtient pour toute fonction h continue bornée

E(h(X,)) = E(h(X0)) —nso0 B(A(X)),

par convergence dominée.

5. Par I'inégalité de Jensen, nous avons E(logc.,) < logE(c.,).
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TDG6 : Espérances Conditionelles

Exercice 1 (Extrait de I’examen de rattrapage de mars 2013)

Soit X une variable aléatoire intégrable, de fonction de répartition F, et de densité f. Soit £ une variable aléatoire
indépendante de X de loi P¢ = %. On pose Y = X + €.

1. Pour tout y € R, calculer E(1y<,|¢).

2. En déduire la fonction de répartition de Y.

3. La loi de Y est-elle a densité ? Si oui, la calculer.

Exercice 2 (Extrait de l’examen de janvier 2013)

Soit X = (X1, X», X3) un vecteur gaussien de R* de moyenne m = (1,0,3)* et de matrice de covariance

2 2 =2
2 5 1
-2 1 5

1. (a) Déterminer le noyau de 3.
(b) La loi de X est-elle & densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R? ?
(¢) Quel est le support de la loi de X ?

2. Calculer 'espérance conditionnelle de X5 sachant X7.

3. Déterminer la loi conditionnelle de X5 sachant X; = z.

Exercice 3 (Extrait de l’ezamen de janvier 2014)

Soit (X,Y, Z) un vecteur gaussien de loi N'(0, I3).
1. Montrer que (X, X +Y, X +Y + Z) est un vecteur gaussien dont on précisera la moyenne et la matrice de covariance.
2. (a) Montrer que le couple (X, X + 2Y) admet une densité sur R?, calculer cette densité.
(b) Calculer la densité de X + 2Y.

(c) Soit a € R, calculer la densité conditionnelle de X sachant X +2Y = a et en déduire l'espérance conditionnelle
E(X|X +2Y).

Exercice 4 (Eztrait de l’ezamen de rattrapage de mai 2013)

Soient X et Y deux variables aléatoires indépendantes de méme loi de densité f définie par f(z) = e *1g4 (). On note
S=X+Y.

1. Déterminer la densité de la loi du couple (X, .5).

2. Déterminer la loi conditionnelle de X sachant S.
3. Calculer E(X15).

Exercice 5
Soient X1, ..., X, des variables aléatoires indépendantes de loi de Poisson. Déterminer la loi de X; sachant X; +---+ X,,.
Exercice 6
Soit (X,Y) une variable aléatoire & valeurs dans R? de carré intégrable et satisfaisant
E(X|Y)=Y, ps. et EY|X)=X ps.
1. Montrer que E(XY) = E(X?) = E(Y?).
2. En déduire la variance de X — Y puis I'égalité X =Y p.s..
Exercice 7
Soit X une variable aléatoire exponentielle de parametre § > 0. Déterminer E(X|X > t) pour tout ¢ € R.
Exercice 8

Soient X,Y, Z trois v.a.r. telles que



— X est une loi uniforme sur l'intervalle [0, 1];
— la densité de Y conditionnellement & X est donnée par

fY|X:ac(y) = (y - x)ei(yiw)l[x,oo) (y)a

— la densité de Z conditionnellement & (X,Y") est définie par
Jz1x=a,y=y(2) = (y — l’)e_z(y_x)lm (2)1p(z,y),

ot D ={(z,y) e R?: 2 € [0,1],y > x}.
Déterminer la loi jointe de (X,Y, Z).
Quelle est la loi de Z conditionnellement & (X,Y") ? Calculer la loi de Z.
Déterminer la loi de (X,Y) sachant Z = z.
Calculer E(vVY — X|Z = 2).
Onpose U=Y — X et V =Z(Y — X). Déterminer la loi jointe de (X,U, V).
X, U et V sont-elles indépendantes ?

A A

Exercice 9 (Extrait de l'ezamen de janvier 2015)
Soient X7, X5 et X3 trois v.a.r. gaussiennes centrées réduites indépendantes. On pose U = 2X1—Xo— X3,V = X1+ X0+ X3
et W =3X7 + Xo —4X5.
1. Déterminer les lois de U, V' et W. Parmi les couples suivants, lesquels sont indépendants : (U, V), (U, W), (V,W)?
2. Montrer qu’il existe a € R tel que W = aU + Z ou Z est indépendante de U. En déduire E(W|U).
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1ERE ANNEE PROBABILITES GENERALES - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TDG6 : Espérances Conditionelles

Exercice 1 (Estrait de ’examen de rattrapage de mars 2013)

1. 11 vient immédiatement par indépendance de X avec & que E(1ly<y|) = E(1x<y,—¢|€) = F(y — &).
Plus généralement, on peut montrer que si deux variables aléatoires X et Y sont indépendantes alors pour toute
application h mesurable bornée E(h(X,Y)|Y) = ¢(Y) ot ¢(y) = E(h(X, y). En effet, quitte & approcher 'application
h par une suite d’applications mesurables bornées & variables séparées, on peut supposer h = hi X hs. Alors, par
indépendance, ¢(y) = ha(y)E(h1(X)). Soit alors Z une variable aléatoire Y-mesurable bornée, on calcule

E[ZE(h(X,Y)[Y)] = E[Zhy(Y)E(hi (X)[Y)] = E[Zho(Y)E(h1(X))],
d'ott E(h(X,Y)[Y) = ha(Y)E(h1(X)) = ¢(Y).
2. Nous avons P(Y < y) = E(ly<,) = E(E(ly<,[¢)) = B(F(y — ¢)) = Fe=UHE0HD,
3. Un bon candidat pour la densité de Y est la dérivée de la fonction de répartition :

g(y):d%P(ng): f(yfl);f(y+1)'

Il est immédiat que g est positive et que fR g(y) dy = 1 par invariance par translation de la mesure de Lebesgue.

Exercice 2 (Extrait de l’examen de janvier 2013)

Soit X = (X1, X2, X3) un vecteur gaussien de R? de moyenne m = (1,0,3)* et de matrice de covariance

2 2 =2
2 5 1
-2 1 5
1. (a) Il s’agit de résoudre :
20 +2y—22=0 20 +2y—22=0
20 +5y+2=0 = 3y+32=0
—2z4+y+5z=0 3y+32=0

D’ot 'on déduite y = —z et © = 2z, ainsi Ker ¥ = Vect (2,—1,1).
(b) Comme X n’est pas inversible, X n’est pas & densité par rapport & la mesure de Lebesgue sur R3.
(c) La variable X est supportée par m + (Ker ¥)+.
2. On remarque que V(X;) = 2 # 0 puis on calcule

o COV(XQ,Xl)

“CTvx)

E(X,|X1) =E(Xy) + (X1 —E(X;)) = X; — 1.

3. Le couple (X7, X2) a pour matrice de covariance

qui inversible, d’inverse

Sl % <_52 _22) — (—m)S Nz —m) = é (@1 —1 2) (_52 _22> <””1x; 1) .

Ainsi,
1 1
Josxn (@:9) = 57 exp{— 15 [5(z = 1)* +2” — day + 4y]}.
Finallement,
foxvy (@, ) Vi 1 5 5 1 9 1 _w-G-1?
— = . = exp{——|5(x — 1) +2y° — 4oy +4y| + - (z — 1 = e 6 .

On reconnait la densité d'une N'(z — 1, 3).



Une autre méthode, plus éléguante, qui s’inspire de la preuve du théoreme sur le conditionnement des vecteurs
gaussiens : soit a € R et posons Z = Xo — E(X3) —a(X; — E(X1)) = Xa —aX; + a. La variable Z est gaussienne et

centrée. Il se trouve que l’on peut choisir a tel Z et X7 soit indépendante. En effet, 0 = Cov (Z, X;) = Cov (X2, X1)—

aV (X7). Ainsi la condition d’indépendance est valide pour a = % = 1. Nous obtenons donc Xy = X; —1+Z2.

Remarquons V(Z) = V(X;) + V(X3) — 2Cov (X1, X5) = 3. Considérons g une fonction continue bornée, alors par
indépendance de Z et X;

E(9(X2)[X1) = E(¢(Z + X1 - 1)|X1) =  E(9(X2)| X1 = 2) = E(9(Z +z - 1)),
d’out I'on déduit que L(X2) = L(Z4+x—1) =N(z—1,3).
Exercice 3 (Extrait de l’examen de janvier 2014)

Soit (X,Y, Z) un vecteur gaussien de loi N'(0, I3).

1. On pose
1 00 X X
A=11 1 0 = U= X+Y =A|Y
1 1 1 X+Y+Z7
On déduit facilement que

1 00 1 11 1 1 1
EU)=0 e XZ({U)=AA*"=(1 1 0 01 1l=1(1 2 2
111 0 0 1 1 2 3

2. (a) On note V = (X, X +2Y) alors

X 1 0
V_B<Y) avec B_<1 2).

w0« o= ()

On calcule det (V) =5 # 0 donc V est & densité. On a de plus

On déduit

ot =
N———

1 1

fv(z,y) = EGXP—§(5$2 —2zy + 7).

(b) La variable X + 2Y est une gaussienne centrée de variance 5 donc

1 e
fxqoy(y) = ot o,
(c) Par la formule de Bayes appliquées aux densités
fv(x,y) V5 (a — 5z)* 1 (z—a/5)
—o(z) = = exp — = exp — ,
fxix+2v=a() Fxsov(@)  2v2r p 10 o2 p 902
avec 02 = 4/5. Ainsi, la loi conditionelle de X|X + 2Y est une gaussienne de moyenne X + 2Y et de variance

4/5.
Exercice 4 (Extrait de I’ezamen de rattrapage de mai 2013)
1. 11 s’agit de déterminer la densité du couple (X, X +Y), soit donc g une fonction continue bornée :

E(gX,X+Y) :/

gz, z +y)f(x)f(y) dedy = / / g(u, v)efuefvﬂ‘logugv dudv
R2 o Jo

oo o0
= / / g(uvv)eivlogufv dudv,
0 0

d’ou f(X,S) (x, S) = 10§x§s€_s-
2. On déduit de la question précédante la loi de S : fg(s) = se™*15>¢. Par la formule de Bayes

[x|s=s(x) = f(X]i)(S’S) _ 1[0,;](1).

Ainsi £(X|S) = U([0, 9]).



3. On a clairement E(X|S) = S/2.

Exercice 5

On pose

Sp=> X; et SP=>"X,.

j=1 k£

De méme on pose A = 37, \;, ainsi S, ~ P()) et A0 = D ktj M ainsi S~ P(AU)). On cherche & calculer

e o P =0S.=k PEY =k-0PX; =10
P(X; = tSn = k) = P(S, = k) B P(S,=k '

A Tl’aide de la question 1., on remplace

P(X; =(|S, =k) =

e A o= ()\(j))kfé)\g k
e~ Nk L)

11 suffit de remarquer que A¥ = A*=¢)\¢, de poser p = Aj/A et de constater que 1 —p = )\(j)/)\. Ainsi :

P(X; =(S, =k) = (];>p4(1 —p)kt.

On conclut que

A
XX 4 X)) = X e X, — ).
LOXG| X1+ 4+ Xp) B( 14+ /\1+---+An>

Exercice 6
1. La formule des probabilités totales donnent
E(XY) = E(E(XY]Y)) = E(YE(X|Y)) = E(Y?).

L’autre égalité se déduit de la méme maniere en inversant le role de X et Y.

2. On calcule
E(X -Y)?) =E(X?) + E(Y?) - 2E(XY) =0,

d’ou X =Y presque strement par I'inégalité de Bienaymé-Tchebichev.

Exercice 7
Comme P(X > t) = 1,0 + 14>0e~% pour tout ¢ > 0. 11 vient pour ¢ < 0, E(X|X > t) = E(X) = 1/6 et pour t > 0

E(X1( (X))

E(X|X >t) = p—

= eat/ 20e™ % dx = ' [—xe 07]3° + egt/ e 9% dr =t +1/6.
t

t
Finallement, E(X|X >t) =tV 0+ 1/6.
Exercice 8
1. La densité de la loi jointe de (X,Y, Z) est donnée par

fxeviz)(@9,2) = fz1x=0,y=y(2) fy1x =2 () fx (@) = 1p(z, y)1rs (2)(y — z)2e” FHDW=)

2. A Paide de la densité conditionelle, on remarque que £(Z|X,Y) = £(Y — X). On calcule la loi de Z en intégrant la
loi jointe par rapport aux marginales X et Y :

1 s}
120) = [ foxrn (o) dody =1ay() [ [ - ape G070 dys
R2 0 T

1 > 2 —(z+1)u 2
—1]Rjr(z)z+1/0 u’(z+ 1e dzA:11R*+(,z)(Z_~_1)3
3. Toujours par la formule de Bayes
f Y, z,y,z 1 —(z —x
f(X,Y)|Z=z(5”,ZJ) = %() = *1DxR1 (z,y,2)(y — x)z(z + 1)36 (=+1)(y=2)
fz(Z) 2



4. En utilisant la densité conditionelle

1 1 oo
EWVY - X|Z=2)= §lz>0(z + 1)3/ / (y — z)%/2e=GTVI=2) gy dy
0 Jx

1 o P2 1.0 [ '(7/2) 15m
=-1 z+ 1 3/ 76771 du = 27> U7/27167u du = —1 = .
22”( ) 0 (z+1)7/2 2Wz+1 /)y Wzl 70T 16vz 1

5. Soit ¢g une fonction continue bornée

E(g(X, U7 V)) = /1%3 g(xay - amz(y - x))f(X,Y,Z)(:E7y72) dxdydz

On fait le changement de variable (¢, u,v) = ¢(z,y,2) = (z,y—=,z(y—=)). Nous avons ¢~ (¢, u,v) = (t,u+t,v/u) =
(z,y,z). On calcule

1 0 0
det ¢~ (t,u,v) = |[ 1 1 0 =1/u.
0 —v/u* 1/u

Enfin ¢(D x R%) = [0,1] x R% d’ou

1 oS oo
E(¢(X,U,V) = / / / g(t,u,v)ue” e " dtdudv,
o Jo Jo

d’on
Jxuvy (@, u,v) = 1[071](x) 1g, (w)ue™ 1[0,1](’0)671}
——

fx(z) fu(u) fv(v)

6. D’apres la décomposition de la densité jointe, on obtient I'indépendance des trois variables.

Exercice 9 (Extrait de l’ezamen de janvier 2015)
1. On répond a toutes les questions de front. Pour cela, posons

U 2 -1 -1 X4

Vi=1]1 1 1 X5

1% 3 1 —4) \x;
—_——

A

Ceci montre que (U, V, W) est un vecteur gaussien de moyenne nulle et de matrice de covariance ¥ = AA* :

2 -1 -1 2 1 3 6 0 9
Y=AA"=|1 1 1 -1 1 1 |]=10 3 0
3 1 -4 -1 1 -4 9 0 26

Donc U ~ N(0,6),V ~ N(0,3) et W ~ N(0,26). Parmi ces trois couples, sauf (U, W) n’est pas indépendant.

% = % = % On déduit donc

2. On veut trouver a € R tel que Cov (W — aU,U) = 0, c’est & dire a =
3 ) 5

Z=W-2U="2x,-2xX,.

27 277 27

Ainsi, (U, Z) est gaussien et Cov (U, Z) = 0, ils sont indépendants. De plus, E(W|U) = 3U.
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