1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD1 : Rappels et compléments d’analyse

Exercice 1

Soient (E, | - |g), (F, |- |lr) et (G,]| - |lg) trois K-espaces vectoriels normés. Si A : E — F est une application linéaire
continue, on définit

A
|A|lp—F == sup IAz]r.
zeE\{0} ]l &

1. Montrer que || - ||z, est une norme sur le K-espace vectoriel Lk (E, F') des applications linéaires continues de E dans
F. Cette norme est appelée norme subordonnée.

2. Montrer pour tout A € Lx(F,F)

A$ F
Al g—rF = sup 1 Az] = sup |Az|| F.
ce\{0}:zlz<t IZIE  2ep:a)m=1

3. Soient A € Lx(E, F) et B € Lx(F,G), montrer que ||BA|g—¢ < |Bllr=cllAllg=rF-

Exercice 2

Soit F' I’ensemble des fonctions lipshitziennes de [0, 1] dans R. On définit Papplication N pour tout f € F par

F o NG = 15O+ sup LSO

0<z<y<1 lz -yl
Montrer que N est une norme.
Exercice 3

Soit C'*(]0,1],R) I'ensemble des fonctions continument dérivables de [0,1] dans R. Montrer que I’application N définie
pour f € C*([0,1],R) par
f= N(f)=1£0)]+ sup [f'(z)].

z€[0,1]

Qu'en est-il de N définie par N(f) = SUp,eo,1) |/ (%)]. L’application N définit-elle une norme sur C := {f € C''([0,1],R) :
f(0) = f(1) =0}7?

Exercice 4

Soit (E, | - ||) un K-espace vectoriel normé. Pour (z,y) € E x E, on définit d(x,y) = ||z — y||. Montrer que (E,d) est un
espace métrique.

Exercice 5

Pour tout (z,y) € R x R, on définit d(z,y) = |arctanz — arctany |. Montrer que (R, d) est un espace métrique borné.
Exercice 6

Pour (z,y) € R? x R2, on définit

- i 0, et y sont alignés
d — lz =yl si 0, ’
(@) { llzll2 + ||yll2  sinon.

Montrer que (R?,d) est un espace métrique. Dessiner la boule unité fermée centrée en z lorsque ||z|2 < 1, ||z]l2 = 1 et
|z|l2 > 1. Pourquoi d ne peut-elle pas étre issue d’une norme ?
Exercice 7

Soit E un ensemble. Pour tout (z,y) € E x E, on définit

d(z,y) :{ 1 siz#y,

0 sinon.

Montrer que (E, d) est un espace métrique. -
On suppose désormais que E = {0,1}, déterminer la boule ouvert B(0,1), la boule fermée B(0,1) et I'adhérence de la
boule ouverte B(0,1). Commenter.




Exercice 8

Soit (E, d) un espace métrique et soient A, B deux parties non vides de E. Montrer que 'application F 3  — d(x, A) € R
est 1-Lipschitzienne. En déduire que {z € E : d(z, A) = d(z, B)} est un fermé de FE.

Exercice 9

Soit (X, d) un espace métrique.
1. Soit A C X un ouvert. Montrer que pour tout B C X, ANB C AN B.
2. Soient U,V C X deux ouverts tels que UNV =0 alors Int U NInt V = §.

Exercice 10
Soit (X, d) un espace métrique. Montrer que A C X est ouvert si et seulement il est réunion de boule ouverte.
Exercice 11 Caractérisation séquentielle de la continuité

Soient (X, d) et (X’,d’) deux espaces métriques. Une fonction f : X — X’ est continue en a € X si et seulement si pour
toute suite (zy,)n,>0 convergente vers a, la suite (f(zn))n>0 converge vers f(a).

Exercice 12 Lemme de Cesaro

Soit (zy,)n>1 une suite de réels telle que lim,,_, o z, = £ € R,
1. On pose, pour tout n > 1, y, = (1 + -+ - + x,)/n. Montrer que (y,)n>1 converge vers .
2. Si (cp)n>1 est une suite de réels strictement positifs telle que ) - ¢, = 0o, montrer que la suite (2y,)p>1, définie
_ cazit-tenTy B

pour n >1 par z, = T — converge vers L.
n

Exercice 13 Lemme de Stolz-Cesaro

Soient (an,)n>0 une suite de réels et (b, )n>0 une suite de réels strictement positifs. On suppose que lim,, oo an /b, = € € R.

1. Montrer que si les séries ) a, et ) by, sont convergentes alors

D Tk
lim &k=n = —y,

2. Montrer que si ), b, est divergente alors

lim 721220 e _ L.
n—oo Zk:() bk

Exercice 14 Lemme de Kronecker

Soient (an)n>0 une suite de réels telle que ) a, < 0o et (b,)n>0 une suite strictement croissante non bornée de réels
positifs. Montrer que
2 k=0 bkak

n

lim =0.
n— o0

Exercice 15

Soit I’espace vectoriel C([0, 1], C) normé par ||-||. Trouver une suite de fonctions (f,,)n>0 de norme 1 tel que || f, — frn|loc >
1 des que m # n. Commenter. (On pourra considérer f,(-) = exp(2inn-).)

Exercice 16

Montrer que (E, | -||) est un espace de Banach pour
1. E de dimension finie muni d’une norme quelconque ;
2. E =C(]0,1],R) muni de la norme uniforme || - ||o0 ;
3. E = (?(N) muni de la norme || - ||, p € [1, 00];

4. E = Lg(E,F), ou F est un espace de Banach, muni de la norme subordonnée || - || g F.

Exercice 17

Soit £*°(N) := {z = (#4)n>0 € RV : sup,>¢ |2y < 00} muni de la norme || - | définie pour tout z € (> par ||z =
SUp,,~o |Zn|. On rappelle que £°°(N) est un espace de Banach.

On note C' le sous-ensemble de £>°(N) des suites convergentes. On note également co(N) le sous-ensemble de ¢*°(N) des
suites qui convergent vers 0.



1. Montrer que C est un sous-espace vectoriel fermé de ¢°°(N). En déduire que (C, || - |loo) est un espace de Banach.

2. Soit L l'application définie sur C' qui a € C associe sa limite. Montrer que L est une forme linéaire continue sur
C. Calculer sa norme.

3. En déduire que ¢o(N) est un sous-espace vectoriel fermé dans C. Est-il fermé dans ¢>°(N) ?

4. On définit application T' de C' dans ¢o(N) associant a la suite z = (2, )n>0 € C la suite y = (yn)n>0 définie par
Yo = limy, 00 Ty, €6 Y = Tpp—1 — limg_, 0 2 pour n > 1.

(a) Montrer que T est linéaire continue et calculer ||| .

(b) Montrer que T est bijective.

(c)

(d)
)

(e) Montrer que ¢g(N) est de codimension finie dans C.

Montrer que pour tout z € C, |T%|/oc > 3 |2|cc-

En déduire que C et ¢y(N) sont isomorphes.

Exercice 18 Théoréme de point fize

1. Soient (F,d) un espace métrique complet et f : E — E une application. On suppose qu'une des itérées " =
fofo---of est contractante. Montrer que f admet un unique point fixe.
| S

n fois

2. Soit k € C([0,1] x [0,1],R) avec ||k||oo = M. On définit K : C(]0,1]) — C([0,1]) pour tout u € C([0,1]) et z € [0, 1]
par

Koo = [ "k y)uly) dy.

(a) Montrer que K est une application linéaire de C([0,1]) dans lui-méme.
(b) Montrer que pour tout n > 1, Papplication itérée K™ satisfait

n

K (@) < M"|lulow =, Vu € C(0,1),2 € [0,1].
(¢) Montrer que pour toute fonction b € C([0, 1)), il existe une unique solution v € C([0,1]) & '’équation intégrale

)+ [ k(e y)uly) dy = bla).

(On pourra considérer lapplication Tu =b — Ku.)
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD1 : Rappels et compléments d’analyse - Correction

Exercice 1

1. La continuité de 'application linéaire A : F — F implique l'existence d’une constante K > 0 telle que pour tout
x € E, ||Az||r < K||z||g. Par conséquent le supremum définissant la quantité ||A||g_r est fini. On vérifie les trois
points que doit satisfaire une norme :

— Soit A € C, comme || - || est une norme, par définition

[AA)zl|r = [A(AZ)[[F = N[ Az £

Il reste & diviser par ||z||g et passer au supremum si bien que

Al||Az
[Allpor = sup AlALE

= [A|Allg—F-
zeE\{0} Izl e

— Soit A, B € Lx(E, F) et « € E alors
I(A+ B)z|lr < [|Az||lr + || Bz||F.

Comme précédemment, en divisant par ||z||g et en passant au supremum, on obtient que ||[A + B|lgor <
[Alle—F + | Bllp—p-

— Enfin, si ||A||g—r = 0 alors pour tout  # 0, ||Az||p = 0. Aussi pour tout = € E, ||Az||r = 0 si bien que Az =0
et donc A = 0.

2. On remarque d’abord que

Azx Az
DIPIp— e T Malle > p Aol
zeeNf0} 1TlE T semviodizlz<t 1ZIE ~ zeBiels=1
Soit £ > 0 et x € E'\ {0} tel que
Ax
|Az]r > |Alle—F — ¢, (1)
[P

par définition du supremum. Mais alors y = x/||z|| g est unitaire et vérifie ||Ay||r > ||A|lg—rF — €. Autrement dit,
pour tout € > 0, on peut trouver y € E unitaire vérifiant (1). D’ott, [[A||p—F = Supep ) n=1 A% F et le résultat.

3. Pour tout = ¢ Ker A, c’est a dire Az € F'\ {0}, on a
|BAz|l¢ _ [|[BAz|c |Ax|r

= < |BllroclAll p-sr.
ez [Aalr Jalls ~elale

On constate que cette inégalité est en fait vraie pour tout x € E \ {0} et donc en passant au supremum on obtient
le résultat voulu.

Exercice 2

On montre les trois propriétés d’une norme. Soit A € R et f,g € F alors
— N = [ANO)] + 5oyt PR=FHEL = AIN(S).

\ny| )
— N(f+9) = (f + 9)(0)] + supgeyey <y WFLE=ULIW < N(f) + N(g).

[z—y|
— Si N(f) = 0, le supremum dans la définition de f implique que f est constante et le premier terme implique que

£(0) =0 d’ott f =0.

Exercice 3

Le fait que IV soit une norme se démontre de maniere tres simillaire a I'exercice précédent.
Quant & N, ce n’est pas une norme sur C*([0,1]) car N(f) = 0 implique seulement f constante. Par contre, sur le sev
fermé C c’est bien une norme du fait des conditions au bord.

Exercice 4

Soit z,y,z € E, alors
— d(z,y) > 0 et d(z,y) = 0 si et seulement si ||z — y|| = 0 si et seulement si x = y.
— Clairement d(z,y) = d(y, ).
— Enfin, d(z,y) = ||z —yll = |z — 2 + 2 —yl| < d(z, 2) +d(z,y).



Exercice 5

On vérifie tout d’abord que d est une métrique sur R. La positivité, la symétrie et 'inégalité triangulaire étant claires, il
reste & montrer la non dégénérescence. En fait, si d(z,y) = 0 alors arctan(z) = arctan(y) et puisque arctan est injective,
T =y.

On a évidemment sup,, , d(x,y) = 7, ainsi R muni de d est borné.

Exercice 6

Soient z,y € R?,
— d(z,y) > 0 et si d(x,y) = 0 alors soit ||z —y|| = 0 et donc x = y; soit [|z[| + [ly[| =0et x =0=y.
— La symétrie est une conséquence du fait que la notion d’alignement, ainsi que les expressions définissant d, sont
invariant par interversion de x et y.
— Soit z un troisiéme point de R?. De deux choses 'une :

1. les points 0,z et y sont alignés

(a) 0,z et z sont alignés et alors 0, y, z sont alignés également si bien que
d(z,y) = [lz —yll < llz =zl + lly — 2] = d(z, 2) + d(z, y)-
(b) 0,z, z ne sont pas alignés et alors 0,y, z ne le sont pas également si bien que
d(z,y) = llo —yll < [loll + Iyl + 2[|z]| = d(z, 2) + d(z,y).

2. Supposons désormais que 0,z et y ne sont pas alignés, alors il reste trois cas
(a) 0,z,z sont alignés et 0, z,y ne le sont pas;
(b) 0,y, z sont alignés et 0, z, z ne le sont pas;
(¢) ni0,z,z, ni0,y, 2 ne sont alignés.

Considérons le cas (a),
d(z,y) = llzl + llyll < llz = 2l + |[2]] + llyll = d(=, 2) + d(z, y).
Le cas (b) se traite de la méme fagon, quant au cas (c), on a
d(z,y) = llzll + [lyll < ll=ll + 2] + [zl + lyll = d(=, 2) + d(z, y).

On remarque sur les figures que la boule unité fermée n’est pas convexe lorsque ||z||2 < 1. Dans un espace vectoriel de
dimension finie, la boule unité (fermée) est convexe, donc d ne peut-étre issue d’une norme.

Exercice 7

— Clairement d(z,y) > 0 et par définition d(z,y) = 0 si et seulement si x = y.

— d est évidemment symétrique car la relation x # y est.

— Pour l'inégalité triangulaire, le seul cas non trivial est lorsque x # y. Dans ce cas si z € F alors z # x ou z # y et

I'inégalité triangulaire est satisfaite.

Nous avons B(0,1) = {z € E : d(z,y) < 1} = {0}, B(0,1) = {z € E : d(x,y) < 1} = {0,1}. Enfin, B(0,1) = {0} car les
singletons sont ouverts et fermés. Ainsi, la fermeture de la boule ouverte est la boule ouverte et non la boule fermée et la
boule ouverte est a la fois ouverte et fermée.
Notons que si E est un ensemble arbitraire alors toute partie est ouverte. En effet, soit A C F et « € A, alors B(z,1/2) =
{z} C A. Ceci a pour conséquence que toute partie de E est fermée. En effet, soit A C F alors AC est une partie ouverte
de E et donc A = (AD)C est fermée.
Notons enfin que pour cette métrique, une suite de point (z,,) converge si et seulement elle est constante/stationnaire a
partir d’un certain rang.

Exercice 8

Soit A une partie non vide de E. Soient z,y € F, alors pour tout a € A,
d(xz, A) < d(z,a) < d(z,y) + d(y, ).

Ainsi, d(z, A) < d(z,y)+d(y, A). En échangeant le role de x et y, on obtient d(y, A) < d(y,z)+d(z, A) = d(x,y)+d(z, A).
Finalement, pour tout x,y € A,
|d(z, A) — d(y, A)| < d(z, ).

Ceci montre que  — d(x, A) est 1-Lipschitz. En particulier z — d(z, A) — d(x, B) est continue et donc {x € E : d(z, A) =
d(z, B)} est fermé comme l'image inverse de {0}, qui est fermé pour |- |, par une fonction continue.

Exercice 9



1. Comme nous considérons le cas métrique, on peut utiliser la caractérisation séquentielle des ouverts et des fermés.
Cependant, ce résultat est valide dans un espace topologique général. Nous donnons ici les deux preuves.
— Soit x € AN B. Puisque z € B, il existe z,, — x avec z,, € B. Comme A est ouvert et x € A, alors z,, € A pour
tout n assez grand. Donc z, € AN B et sa limite z € AN B.
— Soit 2 € AN B et soit V un voisinage de z. Comme A est ouvert, V N A est un voisinage de z. Ainsi, VN AN B
est non vide puisque x € B. Ceci montre que x € AN B.

2. Supposons que Int UNInt V # @ alors UNInt V # () a fortiori. Soit € UNInt V, alors Int V est un ouvert contenant
z, c’est un voisinage de x. Par la caractérisation des fermés par les voisinages, il vient que U N Int V' est non vide.
Ce raisonnement peut étre répéter : nous avons U NV non vide et donc U NV non vide. Contradiction.

Exercice 10

Rappelons que toute réunion d’ouvert est ouverte et que la boule ouverte est ouverte. Ceci montre que c’est une condition
suffisante. Réciproquement, si A est ouvert alors pour tout x € A, il existe r, > 0 tel que « € B(x,r,) C A. On peut en
fait choisir ry = d(z, A%)/2, ainsi A = Upen Bz, 72).

Exercice 11 Caractérisation séquentielle de la continuité

Montrons que c’est une condition suffisante. Soit € > 0 et choisissons d > 0 tel que d(z,a) < ¢ implique d’'(f(z), f(a)) <
e. Par définition de la convergence de (z,) vers a, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, d(x,,a) < ¢ et donc
&(f(n), f(a)) < & D'ON, iy () = /().

Réciproquement, supposons que f n’est pas continue en a et exhibons une suite (z,,) qui converge vers a mais telle que
(f(xy)) ne converge pas vers a. Puisque f n’est pas continue en a, il existe ¢ et dy > 0 tels que pour tout § € (0,dp) on
ait d'(f(x), f(a)) > g pour tout x € B(a,d). Soit n > 1 et choisissons x,, € B(a,dy/(2n)). Alors clairement (x,,) converge
vers a et pourtant d'(f(z,), f(a)) > o pour tout n > 1. Contradiction.

Exercice 12 Lemme de Cesaro

1. Comme (z,,)n>0 converge, (z, — £),>0 est bornée, disons par M > 0. De plus pour tout € > 0, il existe N > 0 tel
que pour tout n > N, |z, — £| < &/2. Ainsi, nous avons pour tout n > N

n

> e =14

k=1

_ SV — 4] (= N+1)e  MN-1)+(n—N+1)e/2
- n 2n - n '

1
|yn_£‘:*
n

On choisit n > N et tel que w < /2 si bien que
lyn, — € <e/24¢/2=¢.
2. Le raisonnement est tres simillaire. En reprenant les mémes notations, pour tout n > N

ZZ:l Ck|l‘k —f| < MCN,1 + (Cn — CN71)€/2
Cn - Oy Cn ’

lzn — 4] <
ot C, = Y 1_; ¢k. On conclut de la méme fagon.

Exercice 13 Lemme de Stolz-Cesaro

1. Par définition : Ve > 0,3IN > 0 : n > N implique b, (¢ —¢) < a,, < b, (£ + €). En sommant ces inégalités pour k = n
a I'infini, on obtient

qui se transforme en

car Y po, b €]0,00[. Cette inégalité est vraie pour tout n > N, d’ou le résultat.

2. Comme précédemment, nous avons les inégalités suivantes pour tout n > N.

N N n N
(0=3e/2) < ((— o)+ =0 < Zamo Ot ko O (¢ ) 4 Tk

ZZ:N br, — ZZ:N b, ZZ:N br.
Or le quotient le plus & droite est plus petit que £/2 pour tout n suffisamment grand. D’ott
n
a
lim 7Zk:0 LAy

n—oo EZ:N bk)



Pour obtenir le résultat final, il suffit de remarque que

ZZ:O b
ZZ:N b,

ZkN:O by

= — 1.
Zk:N b

Exercice 14 Lemme de Kronecker

On note Ry, = ), -, ax qui est bien défini par hypothese. On remarque que ap = Ry — Ry si bien que

n n n—1 n—1
D brar =D bp(Rk — Re1) =boRo+ > brs1Rers — Y beRey1 — bgi Ry
k=0 k=0 k=0 k=0
n—1
=boRo — bny1Rpy2 + Z(bk-H — b)) Rit1-
k=0

On conclut en utilisant le lemme de Cesaro (question 2, de l'exercice 12) en posant ¢, = b,+1 — by,
Exercice 15

On pose f,(z) = €2 pour z € [0,1]. Alors f,, € C([0,1],C) et || falloo = 1 car |f,(z)] = 1 pour tout = € [0,1]. De plus
si m # n, alors 4 _ _
|fu(@) = fn(@)] = [377F — 27 = |1 — 2T = || fyy — finlloo = 2.

Posons A= {f € C([0,1],C) : || flloo <1}. Alors,
— V9 €A |If —3lloo < |fllooc + |9lloc < 2 si bien que A est borné;
— de plus, si (gn)n>0 est une suite qui converge uniformément vers g alors ||gllcc < |9 — 9nlloo + llgnllco POUr tout
n > 0 si bien que ||g|loo < 1, A est fermé.
Pourtant A n'est pas compact : considérons la suite (f,)n>0 définie ci-dessus et supposons qu’il existe une sous-suite
(fni )k>0 extraite de (fn)n>0 qui converge, alors (f,, )k>0 est de Cauchy. Contradiction avec || fn, — fmlloo > 1 pour tout

Exercice 16

Rappelons que (R, | -|) est complet (c’est une propriété centrale qui découle de la construction axiomatique des nombres
réels).

1. Si¢: (E,||-]|) = (F,] - ||«) est une application linéaire continue bijective et d’inverse continue alors les espaces
(E,||- 1) et (F,|| - |l+«) sont simultanément complets ou non complets.
En effet, supposons par exemple (E, || - ||) complet et montrons que (F, || - ||«) est complet. Soit (x,,),>0 une suite de

Cauchy dans F, alors on vérifie facilement que (¢~1(z,,)) est une suite de Cauchy dans E car ||¢~1(z) — ¢~ 1(y)|| <
K ||z —y|| puisque ¢! est linéaire continue. Ainsi, (¢~1(x,)) converge vers x* € E et par continuité de ¢, on obtient
la convergence de (x,) vers ¢(z*). La réciproque est immédiate en échangeant les roles de E et F. Notons plus
généralement que deux espaces métriques en bijection via une application bilipschitz seront également simultanément
complets ou non complets.

Si (E,| - ]|) est un R-espace vectoriel de dimension finie d > 0, alors il existe une application linéaire bijective
¢ : E — R9. On définit alors Papplication N : R? — [0, oo[ pour tout z € R™ par N(z) = ||¢~'z|. On vérifie que N
est une norme :

— N(z) = 0 si et seulement si ¢~ 12 = 0 si et seulement si z = 0,

— NQw) =[l¢~ (M) = X~ al| = |AIN ().

N4y = 1o @+ o)l = 67 @) + 6~ Wl < (2) + N(y).

Par conséquent, (E, |- ||) est complet si et seulement si (R?, N) est complet si et seulement si (R?, || -||) est complet
car toutes les normes sont équivalentes sur un espace de dimension finie.

Le cas d’'un C-espace vectoriel normé de dimension finie se traite exactement de la méme facon en remplacant R¢

par CP en remarquant que (C, | -|) est complet car isomorphe & (R2,]| - ||2).

Considérons donc (x,),>0 une suite de Cauchy dans (R?, || - ||o). En notant 2 1a ieme coordonnée de z,, dans la
base canonique de R? et remarquant que pour tout i = 1,...,d on a |xSf) - x,(q?| < ||zn — Tm||0o, il vient que (xg))7
i=1,...,d est une suite de Cauchy dans (R, |-|) complet. Par conséquent, (ng )) converge vers une limite réelle que
'on notera z(*). Posons = = (z(M, .. .,x(d)) et fixons € > 0. Alors, pour tout i = 1,...,d, il existe N; > 0 tel que
|a:£f) — @] < & des que n > N;. En posant N = max{N; : i = 1,...,d}, il vient que si n > N alors |z, — z| < e.

Ainsi, limy, ||z, — z|jc = 0.

La notion de complétude dans le cadre des espaces vectoriels normés n’est déterminante qu’en dimension infinie.



2. Soit (fn)n>0 € E" une suite de Cauchy : pour tout £ > 0, il existe N > 0 tel que pour tout n,m > N, || fro— finlloo < €.
En particulier, pour tout x € [0,1], |fn(z) — fm(y)| < €. Ainsi, & x € [0,1] fixé, (fn(2))n>0 est une suite de Cauchy
dans R, elle donc convergente : il existe une fonction f : [0,1] — R telle que pour tout x € [0,1], lim, f,(x) = f(z).
Soit € > 0, il existe N, > 0 tel que pour tout n, m > N et pour tout z € [0, 1], | fn(z) — fm ()| < . Puis en passant &
la limite en m, on obtient que pour tout n > N et tout « € [0,1], | fn(z) — f(x)| = limsup,,_, o |fn(x) — fin(2)] < €.
C’est & dire lim, ||f, — fllcc = 0. Enfin, la limite uniforme de fonctions continues étant continues, on obtient la
convergence de (f,)n>0 dans C([0, 1], R).

3. Traitons le cas p € [1,00) et considérons (z,,),>0 une suite de Cauchy dans ¢ (N) alors

Ve>0, IN>0, VYnm>N, |z,—2zun|,<ec (2)
Au vu de la définition de || - ||p, il est clair que, pour tout i € N, |x5f) — ngl)| < g. Ceci montre que (ng))nzo est

une suite de Cauchy dans (R, |- |) qui est complet donc convergente. Notons = = (z("));>¢ la limite simple de (z,,).
Montrons que x € ¢?(N). Puisque (x%o)) converge vers x(o), on peut trouver un entier ng > 0 tel que pour tout n > ng,
|ac£10) — 29| < 1. De méme, on peut trouver n; > ng tel que pour tout n > ny, \J:%O) -2 < % et |J}£L1) —2M| < %
Continuant ainsi, nous pouvons donc construire une suite (n;);>o telle que pour tout n > n; et tout ¢ = 0,...,7,

|;U£li) _ x(i)| < 277, Ainsi,
j U ; j 1/p
i=0 =0 =

Le premier terme est donc majoré par (j + 1)1/7277 alors que le second terme est majoré par |5, ]| On montre
facilement qu’une suite de Cauchy est bornée, si bien que la somme a droite est uniformément bornée en j € N.
Finalement, puisque

1/p

Sup |33511) - 331(711)| <|lwn — xm”pv (3)
i>0

la convergence de (x,,) vers x est en réalité uniforme si bien que

oo oo
i @) _ @ — @) _ L@
i=0 i=0
et en injectant cette relation dans (2), on obtient que
Ve>0, IN>0, n>N, |z—z.,<e.

Le cas p = oo se traite presque de la méme maniere que pour l'espace des fonctions continues. Si (z,)n>0 est une

suite de Cauchy, on remarque comme précédemment que pour tout ¢ € N, (ng ))nZO est une suite de Cauchy dans
R. On pose alors (9 = lim,,_, oo ng). La propriété de Cauchy implique alors que
Ve>0, IN>0, n,m>N, Vi>0 |:C7(f)—x£f1)| <e.

Aussi en passant a la limite en m — oo, on obtient que z,, — x € £*° si bien que = z,, — (z,, — ) € £*°. On obtient
également la convergence de z,, vers = pour || - ||oo-

4. Soit (T},) une suite de Cauchy dans Lk (E, F). Ainsi,
Ve>0,IN>0: Vn,m>N, VeeE: |T,x—Thwz||r <e|z|e. (4)

Puisque (F,| - ||r) est un espace de Banach, pour tout = € E, il existe £, € F telle que lim, |T,z — {;]|r = 0.
L’application F > x — ¢, € F est linéaire comme limite d’application linéaire : soient z,y € F et A € R,

[O0aty — Mz = yllp < [[raty — Tn(Az + Y)llF + [[Tn(Az +y) — ATz — Tyl F
+ ATz = Lallp + [Ty — £yl F —n—00 0.
On note T l'application linéaire z — ¢,. On a évidemment
[Tzl < [[Te = Toxllr + [ TnzllF = [te — Tnxllp + | Toz|r.

Le premier terme tend vers 0 par définition de ¢, alors que le second terme est borné (une suite de Cauchy est
toujours bornée!). Ainsi, T est continue. Enfin, & 'aide de (4) et de la deuxiéme inégalité triangulaire, il vient pour
tout n > N et x € E que

Tz = Tallp = lim | Tuz = Tallp — [Tz = Tallp| < [Tz — Tallr < ez,

ce qui montre que |1, — T||g—Fr < € et la convergence de (T},) vers T dans Lx(E, F).



Exercice 17

1. On note tout d’abord qu’une suite réelle convergente est bornée, ainsi C' C £>°(N). Soit z = (z(™),y = (y™) € C
et A € R, on note 2 et y*> les limites des suites = = (2(™) et y = (y™). Alors la suite (Az(™ + y(™) converge vers
Az + y>°. Ceci montre que C' est un sous-espace vectoriel de £*°(N).

Montrons & présent que C' est fermé. Pour cela, considérons (z,,) € CN une suite d’éléments de C' convergent vers
x € £°(N). Pour chaque n, k,¢ > 0, on établit 'inégalité

209 = 2] < o — 20| + 200 — o0 + 20 — 20] < 2o = walloo + [0 — ] )

Pour chaque n > 0, la suite réelle (xslk));po est convergente donc de Cauchy. Fixons € > 0. Alors, d’une part, il

existe N1 > 0 tel que pour tout n > Ny, || — z,||ec < €/3; d’autre part, il existe Ny > 0 tel que k,£ > N,
|z7(1k) - ng)| < ¢/3. Comme l'inégalité (5) est vraie pour tout n > 0, elle est en particulier vraie pour n = ng > Ny
fixé. Ainsi, pour tout k,¢ > Ny, |z — 29| < £. Ceci montre que la suite réelle (z(®));>0 est de Cauchy, elle
converge. Aussi x € C et C est fermé.

Tout fermé d’un espace complet est complet, donc C' est complet.
2. Pour z = (x(k))kzo, Lz = limj,_, ) € R. L’application qui & z associe Lz est évidemment linéaire et il est claire
que |Lz| < ||z||oo si bien que ||L|| < 1. Pour montrer que ||L|| = 1 il suffit de considérer la suite constante égale a 1.

3. On a C D ¢g(N) = L71({0}) est I'image réciproque d’un sev fermé par une application linéaire continue donc co(N)
est fermé dans C. L’espace ¢p(N) C C est également fermé dans £°°(N) puisque C' est fermé dans ¢>°(N).

4. (a) Il ne fait aucun doute que T est linéaire. De plus,
[T2]|0 < max(yo,2[|7]oo) < 2[|2|co,

si bien que T est continue et [|T]oo < 2. De plus, si x = (x,) avec zg = 1 et z,, = —1 pour tout n > 1, alors
(T'z)r, = 0 pour tout k > 2, (Tz)y =2 et (Tx)g = —1. Dans tous les cas, ||z]o =1 et [|T:]] = 2.

(b) Pour tout n > 1, 2,1 = Yy, + lim 2% = yn + yo. Ainsi, T est bijective avec z,, = (T"y),, = Ynt1 + Yo pour
tout n > 0.

(¢) On pose y = Tz € co(N). Puisque T est bijective, on obtient # = T~ 'y. L'inégalité ||T||oc > F|z[lc se réécrit
1T |00 < 2||y|loo. Autrement dit, cette question consiste & montrer que T~! est continue (en plus d’étre

linéaire) de norme < 2. Or par la question précédente, il est clair que |77 y|loo < sup,>q [Ynt1]+[v0] < 2/l

(d) L’application T : C' — ¢o(N) est linéaire continue, bijective, d’inverse continue. C’est un isomorphisme.

(e) On remarque que C =~ ¢o(N) @ span 1 ce qui montre que ¢o(N) est de codimension 1 dans C.

Exercice 18 Théoréme de point fize

1. Rappelons qu’une fonction ¢ : E — E est contratancte si il existe p € [0,1) tel que d(g(z), g(y)) < pd(z,y). Posons
g=r"

— Unicité : On montre que f admet un unique point fixe. Soit a,b deux points fixes de f : a = f(a) et b = f(b).
Alors d(a,b) = d(f™(a), f*(b)) < pd(a,b), d’ou d(a,b) = 0 et a = b. Ceci montre aussi que g admet un unique
point fixe.

— Existence : Soit 2y € F et définissons par récurrence pour n > 0, 41 = g(z,). Alors, pour tout p > 1, par
I'inégalité triangulaire

3
|

1 p—1 n
(@0, Tnip) <D d(@nsk o) < d(wo,an) Y p < d(mo,xl)lp_iﬁ
0 k=0

~
Il

Ceci montre que (z,,)n>0 est une suite de Cauchy dans (E, d) complet, donc (x,,) converge vers un point z, € E.
La propriété de contraction implique en particulier la continuité de g. Ainsi, en passant a la limite o = g(zoo).
Mais alors, f(2oo) = f(9(700)) = " 20o) = 9(f(20)). Donc f(zo0) est également un point fixe de g. Par
unicité du point fixe de g, il vient que 2o, = f(Zoo), c’est & dire z est un point fixe de f. Celui-ci étant unique,
cela termine la preuve.

Notons que cela donne une méthode itérative efficace pour estimer le point fixe puisque d(x,, Zso) < d(xq, xl)L

1—p°
2. (a) Soit u,v € C([0,1],R) et A € R. Alors pour tout = € [0, 1]

(K(Au+v))(z) = / k(z,y)(Au(y) +v(y)) dy = M(Ku)(z) + (Kv)(z),
0
donc K est linéaire. Soit g € [0, 1], montrons que la fonction Ku est continue en xy. En fait,

|Ku(z) — Ku(zg)| =

/’u%mmmdASAﬂmux—xm
g

0

donc Kwu est Lipschitz et donc continue. L’application linéaire K est par ailleurs elle-méme continue puisqu’avec
une estimation simillaire, on a || K| < M.



(b) On peut procéder par récurrence. Pour n = 1,

|Kuwﬂsgérk@awuwndyszwmmm%

et 'inégalité est satisfaite. Supposons I'inégalité vraie au rang n et montrons la au rang n + 1. Nous avons

xn—i—l

|K™ ()| = [K[K" u](2)] = CEm

* n n * yn n
[ ket ay) < a2 = a0
0 o n!

(¢) Enposant Tu = b— Ku, le probléme revient & trouver un point fixe a Papplication 7" : C([0,1],R) — C([0, 1], R).

L’espace C([0,1],R) étant complet pour || - ||, il suffit de montrer que T™ est contractante, or :
n—1
T"u=0b—KT" 'u=b— Kb+ KT *u=Y (~1)/K/b+ (~1)"K"u.
7=0

Par conséquent, pour u, v des fonctions continues sur [0, 1],
n

MTL
IT"u(x) = T"v(z)| = [K" (u - v)(z)] SM”llu—vHoox*, = [T = T"]loo < — [t = 0[] oo
n. mn.

Donc pour n assez grand, T™ est contractante. Le théoréeme du point fixe donne 'existence d’une solution u a
I’équation intégrale. Notons que la solution est continue!
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD2 : Tribus, applications mesurables, mesures

Exercice 1

Soit E un ensemble, on note P(E) ensemble de ses parties. Soient A € P(F) et (B;);c; une famille d’éléments de P(FE).

1. Montrer que

AN (UBZ) =J@Ans), Au (ﬂB) ((AUB).

i€l i€l i€l i€l

2. Montrer que
C C
<UAZ-> = 45, (ﬂAZ) =JA%
icl iel iel =
3. Soient F' un ensemble, f : E — F une application. Montrer que
f (U Az-) =Jr, r (ﬂ Az) c () f(4)
iel il il il

Montrer que l'inclusion est stricte en générale. Montrer que si f est injective, la deuxieme inclusion est une égalité.
Montrer que f (A)G et f (AE) ne sont en général pas comparables.

4. Soient C' € P(F') et (C;)ies une famille d’éléments de P(F'). Montrer que

! <U a-) =Jrie), (ﬂ CZ) = 1c), Ut =f1or
i€l i€l il iel
Exercice 2 Réunion et intersection dénombrables
1. Déterminer les ensembles suivants :
1 1 1 1 1
0,1—— — -1+ = —
U] nlal Ulesl ynl-ames
neN* neN* neN* keEN* n=1
2. Soit (frn)n>1 et f des applications d'un ensemble E dans R. Interpréter ’ensemble suivant :
o0 o0 1
NUN{eer e - f@ls b
n=1k=1i>k
Exercice 3 Ensemble de convergence
Soient (X, X) un espace mesurable et (f,),>0 une suite de fonctions mesurables de X dans C. Montrer que 'ensemble
A={x e X: (fn(x))n>0 est convergente}
est un élément de X. (On pourra utiliser la complétude de C.)
Exercice 4 Points de discontinuité d’une fonction croissante

Soit f : R — R une fonction croissante.
1. Montrer que f admet des limites & gauche lim,_,,- f(y) et & droite lim,_,,+ f(y) en tout point z € R.
2. Montrer que I’ensemble des points de discontinuité de f est dénombrable.

(On pourra considérer, pour n > 1, les ensembles A,, = {x € [-n,n] : lim,_,,+ f(y) —lim,_,,- f(y) > %})
Exercice 5

Donner un exemple de suite décroissantes d’ensembles (A,,)n>0 tel que pour tout n > 0, A, est de cardinal infini et
ngOAn =0.

Exercice 6 Fonction indicatrice

Soient E un ensemble, A, B des parties de E et (4;);cs une famille de partie de E.



1. Déterminer 1y, 1x et calculer 1,*(J) pour tout J C R.
2. Montrer que
(a) AC B sietetseulement sily <1lpet A= B sietseulementsily=1p;
(b) 1anp =1alpet 10 =1—14;
(¢c) Laup =1a+1p—14lp;
(d) 1aap =14 —15|.
3. Montrer que 1y, ., 4, = sup;er La, et 1n, ., 4, = inficr 14,.

Exercice 7 Exemple de tribus

Si A C R, on note —A Pensemble {—a : a € A}.
1. Montrer que A= {A € P(R) : A = —A} est une tribu sur R.
2. Soit f: R — (R, P(R)) définie par f(z) = 2%, z € R. Montrer que la tribu image réciproque est A.
3. Caractériser les fonctions mesurables de (R,.4) dans (R,.A) et les fonctions mesurables de (R,.A) dans (R, P(R)).

Exercice 8 Tribu induite

Soit (X, X) un espace mesurable et B C X. Montrer que la tribu induite Xp = {BN A : A € X} est une tribu sur B
rendant I'injection canonique mesurable.

Exercice 9 Tribu produit engendrée

Soient (X, X) et (Y,)) deux espaces mesurables. On suppose que X (resp. V) est engendrée par £ (resp. F). On suppose
de plus que X € £ et Y € F. Montrer que la tribu produit X ® ) sur X x Y est engendrée par les ensembles qui s’écrivent
Ax Bavec Ac et BeF.

Exercice 10

Soient (X, X) un espace mesurable et f,g des applications mesurables de X dans R, muni de la tribu borélienne. On
souhaite montrer que les ensembles suivants sont des éléments de X :

A={reX: f(z) <g(x)}, B={reX:f(x)<g@)}, C={reX:f(z)=yg()}

1. Montrer que A s’écrit encore A = J,o{z € X: f(2) < ¢ < g(z)}. En déduire que A € X
2. En déduire que B,C € X.

Exercice 11 Algebre des fonctions étagées

Montrer que ensemble des fonctions étagées d’un espace mesurable (X, X) dans (C, B(C)) est une algebre.
Exercice 12 Fonctions continues par morcequs

Montrer qu’une fonction f : [a,b] — R continue par morceaux est mesurable.
Exercice 13

Soit 1 une mesure de probabilité sur un espace mesurable (X, X). Montrer que Y = {A € X : u(A)(1 — pu(A)) = 0} est
une tribu sur X.

Exercice 14 Définition équivalente d’une mesure

Soit (X, X) un espace mesurable. Montrer qu’une application z : X — R, est une mesure si et seulement si les trois
propriétés suivantes sont satisfaites :

L pu(0) =0;
2. pour tout A, B € X disjoints, u(AU B) = pu(A4) + u(B);
3. pour toute suite croissante (A, )n>0 € XN ¢ (Up>04n) = limy, oo (Ay).

Exercice 15 Mesure de comptage
Soient X un ensemble et p une application définie sur P(X) par

card A si A est fini,
n(A) = { +o00 sinon.



Montrer que (X, P(X), 1) est un espace mesuré. La mesure p est appelée mesure de comptage sur X.
Exercice 16 Combinaison linéaire de mesures

Soient (X, X) un espace mesurable, (o )k>0 une suite de réels positifs et (px)r>0 une suite de mesures positives sur X.
1. Montrer que v = ), ., kit est une mesure positive sur X.

2. Si on suppose de plus que, pour tout k > 0, ux est une mesure de probabilité, a quelle condition a-t-on que v est une
probabilité ? Donner une interprétation géométrique de ce résultat (notamment dans le cas ou la somme est finie).

Exercice 17 Supremum et infimum de mesures

Soient (X, X’) un espace mesurable et (u)r>0 une suite de mesures sur X. On suppose que, pour tout A € X et k € N,
i (A) < pe1(A).

1. Pour tout A € X', on pose p(A) = supyq px(A). Montrer que p est une mesure sur X'.

2. On considere 'espace mesurable (N, P(N)) et pour tout j € N, A C N, on définit

vj

(A) = card (AN[j,00)) si AN[j,00) est fini,
T oo sinon.

Montrer, pour tout j € N, que v; est une mesure sur P(N) telle que, pour tout A C N, v;(A) > vj;11(A). On pose
v(A) = inf;env;(A) pour tout A C N. Calculer v(N) et v({k}) pour tout k € N. En déduire que v n’est pas une
mesure sur P(N).

Exercice 18 Mesure géométrique

Soit p € (0,1). Montrer que I'application p : B(R) — R définie par p(A) = ;e 4o (1 — p)*~ ! est une mesure de
probabilité sur B(R) appelée mesure géométrique de parametre p. Soit n € N*| calculer u({1,...,n}) et u({n,n+1,...}).
Quels sont les ensembles de mesures nulle ?

Exercice 19 Mesure de Lebesque

Soit B une partie de R et a un réel. On note a + B 'ensemble a + B = {a + b : b € B}. Soit p une mesure sur B(R) telle
que £([0,1]) =1 et, pour tout a € R et B € B(R), u(a+ B) = p(B). On dit que p est invariante par translation.

1. Soit @ = u({0}). Montrer que na = pu({1/k : 1 < k < n}) < 1. En déduire que pour tout = € R, u({z}) = 0.
2. Montrer, pour tout n € N*, 14((0,1/n]) = 1/n, puis que pour tout k1 < kg des entiers naturels,

(G])-=5"
pll——=)=—"—""
n n n

En déduire que pour tout rationnel ¢ < r, u((¢g,7]) = r — ¢, puis que pour tout réels a < b, u((a,b)) = b — a.

3. Si I est un intervalle de R, que vaut u(I)? Que peut-on conclure de ces calculs ?
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD2 : Tribus, applications mesurables, mesures

Exercice 1

1. Les deux égalités se montrent de facon tres simillaire, on considére seulement la premiere. Soit x € AN (Uie I Bi)7
alors x € A et il existe i € I tel que x € Bj, ainsi # € AN B; et donc = € (J,c; AN B;. Réciproquement, si
T € UieIAﬁ B, alors il existe i € I tel que z € AN B; et donc z € A et € B;. Il vient alors que z € | J,.; B; si
bien que z € AN (U,c; Bi). D’ou le résultat.

icl

A; signifie qu’il existe
ier AS,
3. Soit z € f (U;ey Ai), alors il existe i € I ety € A; tel que x = f(y). Autrement dit, z € {J,; f(4;). Réciproquement,
soit © € (J;c; f(A:), alors il existe i € I et y € A; tel que 2 = f(y). En particulier, y € (J;c; Ai et donc = €
S (UieI Ai)'
Si A C B alors f(A) C f(B). En effet, si € f(A) alors il existe y € A tel que x = f(y). Mais comme y € B, on
déduit que = € f(B). L’inclusion de la question se déduit de cette propriété en remarquant que (,c; A; C U;c; Ai-
11 suffit de considérer f : {0,1} — {0,1} la fonction nulle. Alors f({0} N{1}) = f(0) =  est strictement contenu
dans f({0}) N f({1}) = {0} N {0} = {0} # 0.
Supposons f injective et considérons x € ﬂiel f(A;). Alors pour tout i € I, il existe y; € A; tel que z = f(y;). Par
injectivité de f, les y; sont tous égaux, notons y cet élément commun. Par définition, y € (,.; 4; et z = f(y), d’ou
vef (ﬂiel Ai)'
1l suffit de considérer la fonction nulle comme précédemment alors f({0}) = {0} et f({0})F = {1}. Ces deux
ensembles ne sont pas comparable.
4. Soit z € f7 (U;e; Ci), alors f(x) € U;c; Ci et il existe i € I tel que f(z) € C;. Autrement dit, z € |J;c; f71(C).
Réciproquement, si il existe i € I tel que f(z) € C; alors en particulier f(z) € (J;c; Ci et donc x € ft (Uim[ Ci).

. oy s N NPT P
2. Ici encore, on ne s’intéresse qu’a la premiere égalité. Nous avons par définition que x € (J;¢;

i € I tel que z € A;. Le contraire logique de cette assertion est que pour tout i € I, ¢ A; c’est & dire z € [

icl

iel

La deuxieme égalité découle de la premiere et de la troisieme par passage au complément. Considérons donc la
troisieme égalité. D'une part, f~1(CC) = {z € E : f(z) € CC}, d’autre part f~1(C)¢ = {z € E : f(z) € C}°. Mais
comme f(z) € C'U C’C, nous obtenons 'égalité de ces deux ensembles.

La moralité de I'exercice est que tout se passe mieux pour les images réciproques.

Exercice 2 Réunion et intersection dénombrables

L — Upen [0,11— 1 =10,1],
— Npen [?’ E[ :1{0}’
o UnEN* [5’ 1+ n [ :]07 2[7
— UkeN* ﬂff:l [k - %ﬂ’k + % { = N*.
2. En francais, c’est 'ensemble des x € E tel que pour tout n > 1, il existe k > 1 tel que pour tout i > k, | fi(z)— f(z)] <
1/n. C’est en fait 'ensemble des « € E tels que (f,(x)) converge vers f(x).

Exercice 3 Ensemble de convergence
La suite complexe (f,(x)) converge si et seulement si elle est de Cauchy puisque C est complet. Aussi, on peut écrire
oo oo
A= ﬂ U ﬂ ﬂ{x € E:|fm(x) — fntp(z)] < 1/n}.
n=1 N=1m>N p>1
Par mesurabilité des fonctions (f,,), I'ensemble {z € E : | fi(2) — fntp(x)| < 1/n} est mesurable. Donc A est mesurable.
Exercice 4 Points de discontinuité d’une fonction croissante

1. Puisque f est croissante, les quantités g = sup, ., f(y) et d = inf,~, f(y) sont bien définies. On vérifie facilement
qu’il s’agit des limites & gauche et & droite de f.

2. Puisque f est croissante, f([—n,n]) C [f(—n), f(n)] et donc, toujours en utilisant la croissance de f, card A4,, <
n(f(n) — f(—n)). L’ensemble des points de discontinuité de f est alors Up,>1A4,, c’est une réunion dénombrable
d’ensemble finis, ¢’est dénombrable.

Exercice 5



Considérer A, =] —n,n[tC R. La suite (A,,) est décroissante, pour tout n > 0, A,, est infini et

C

ﬂAn: U]—n,n[ —RC =0

Exercice 6 Fonction indicatrice

1. Clairement, 15 =0, 1g =1 et

E si 0,1¢€l

AC si 0eJ et 1eJC
A si 0eJb et 1eJ
P si 0,1eJC

1,'(J) =

2. Montrer que
(a) Siz ¢ A, 14(x) =0 donc I'inégalité est triviale. Si x € A alors € B et donc 1 = 14(x) = 15(z) et I'inégalité
est encore vérifiée. Réciproquement, si 14 < 15 alors x € Bt implique = € AC ¢est & dire A C B. La seconde
partie de la question est une conséquence triviale de ce résultat.
(b) 1anp(z) =1 si et seulement si x € AN B si et seulemet si z € A et © € B si et seulement si 14(z) =1 = 15(x)
si et seulement si 14(x)1p(z) = 1.
De méme 1 4c(z) = 1 si et seuleument si 2 € AC si et seulement si 14(z) = 0.

(c) laup=1la+1p—14lp;
(d) laa = |1A — 1B|-

3. Montrer que 1y, ., 4, = sup;er La, et 1n, ., 4, = inficr 14,.

Exercice 7 Ezemple de tribus

1. T est tautologique que § € A. Soit A € A, alors —(AC) = (=A4)¢ = A® d’ott A® € A. Enfin, soit (Ap)n>0 une famille
dénombrable d’ensembles de A, alors — U,>0 A, = Up>0(—A4,) = Up>0A4, si bien que U,>04,, € A.

2. Notons B = {f~1(B),B € P(R)}. Soit B € B, alors f~}(B) = BU(-B) = —(B U —B) € A. Réciproquement, si
A€ A, posons A’ = {z? : z € A}, alors f~1(A') = (AU —-A) = A.

3.8 f: (R,A) — (R,P(R)), (resp. dans (R,.A)) est mesurable, cela signifie que pour tout B € P(R) (resp. A)
f7HB) = —f71(B).

Considérons le premier cas. Si f est paire alors pour tout € R, f(x) = f(—x). Ainsi,

f7HB)={z €R: f(y) € B} ={z €R: f(-x) € B} = —f~'(B).

Réciproquement, soit x € R, alors il existe y € R tel que x € f~!({y}). Par hypothese, cette image inverse est
symétrique, si bien que —z € f~1({y}). Nous avons f(z) =y = f(—x).

Pour le second cas, il est peut étre utile de noter que la condition VB € A, f~1(A4) = —f~1(A) est moins restrictive
puisque A C P(R). Autrement dit, les fonctions paires sont encore mesurable. Notons également qu’elle est stricte-
ment plus grosse : la fonction identité est clairement mesurable de A dans lui-méme mais est impaire. En fait, on va
montrer que les fonctions mesurables dans le second cas est exactement ’ensemble des fonctions paires ou impaires.

Si f est paire, nous 'avons déja montré. Si f est impaire, considérons B € A. Alors B = Uyep:y>0{y, —y} et
J7HB) = Uyeny>of *{y}) U fF1({~y}). Si z € f1(B), alors il existe y € B tel que f(z) =y ou f(z) = —y.
Dans tous les cas, f(—z) = —f(x) = +y si bien —x € f~1(B). Ceci implique f~1(B) = —f~!(B). Réciproquement,
siz € f~1(B) alors il existe y € B tel que f(z) € {y, —y}. Or {y, —y} € A et son image inverse contient z, il cotient
donc —z par hypothese. Finalement, f(+xz) € {+y} et f est paire ou impaire.

Exercice 8 Tribu induite

Remarquons qu’on ne suppose pas B € A. Vérifions les trois axiomes d’une tribu sur B :
1.0c A or0NB=0donc € Ap;
2. Soit A € Apg, alors il existe A € A tel que A=BNA. Or AL =B\ A=B\(BnA)=BnACL
3. Soit (A,) une famille dénombrables d’éléments de Ag, alors il existe A, € A tel que A, = BN A, pour tout n.

Alors I'égalité U, A,, = BN U,A, permet de conclure.
Si Be A, alors BNA € A pour tout Ae Aet BNAC B, dou le résultat.

Exercice 9 Tribu produit engendrée



Posons S = {Ax B,A € &, B € F}. Comme S C X ® ), il vient immédiatement que o(S) C X ® Y. Réciproquement,
notons px : X x Y — X la projection canonique, alors comme Y € F, il vient que {A x Y, A € £} C S et donc
oc(AxY,Ae€€&) Co(S). Dautre part,

(AX Y, A€&)=ap(E)) =pi(o(€) = {AxY, A€ x}.

Ainsi, {A x Y, A € X} C o(S). De méme, nous avons {X x B,B € Y} C o(S). Finalement, si (4,B) € X x ), en
remarquant que A x B = A x YNX x B, il vient que A x B € ¢(S) comme l'intersection de deux ensembles o(S)
mesurables.

Exercice 10

1. Il est clair que A contient la réunion. Montrons l'inclusion inverse et considérons x € A. Alors, puisque l'intervalle
1f(z), g(z)[ est ouvert et que Q est dense dans R, il intersecte tous les ouverts. Ainsi, il existe 7 € QN|f(x), g(x)].
L’ensemble A est une réunion dénombrable d’ensembles mesurables — chaque ensemble & 'interieur de la réunion
est I'intersection de deux images inverses par des fonctions boréliennes d’intervalles semi-infinis.

2. On note A I'ensemble A ol on a intervertit le role de f et g. Il est clair que A est mesurable. Or, B = (fl)c et
C = B\ A. Ils sont mesurables.

Exercice 11 Algebre des fonctions étagées

Une fonction étagée est une application mesurable prenant un nombre fini de valeurs distinctes. Il est alors clair que si
f, g sont étagées, pour tout A € C, A\f + g est encore étagée, de méme que (fg) est étagée.

Exercice 12 Fonctions continues par morceaux
Notons D ’ensemble des points de discontinuités de f et pour t € R, A; = {x € [a,b] : f(z) < t}. En écrivant,
Ay = (A4, N D)U (A4, N D),

il vient que le premier ensemble est fini donc fermé donc borélien alors que nous allons montré que le second est ouvert
donc également un borélien. Ceci permettra de conclure. Soit donc x € A; N DE et alors f est continue en x € A;. On
t+f(z)

peut donc trouver § > 0 tel que [y — x| < J implique f(y) < —5— < t. Notant r = d(z,D)/2 > 0, nous avons que

B(z,7) N B(z,8) = B(z, min(e, §)) est une boule contenu dans AN D, 4, N D est ouvert.
Exercice 13

Il est immédiat que pu(@)(1 — u(P)) = 0 par définition d’une mesure. Soit A € Y alors comme pu est une probabilité

u(AB)(1 - u(A%)) = (1 — p(A))u(A) =0,

et ALcy. Enfin, soit (Ay)n>0 une famille dénombrables d’ensembles de ) et notons B,, = U}_,Aj. Alors B, € X pour
tout n > 0 et (B),)n>0 est une suite croissante, aussi p(Uy,>0By) = lim, o0 pt(By,). Or, pour tout k € N, Ay, C B,, et donc

n(AR) < sup p(A) < pu(Ba) €3 (A
0<k<n =0

Comme par hypothese, pour tout k¥ € N, u(Ag) € {0,1}, le sup & gauche vaut 0 ou 1 : dans le premier cas, tous les Ay
sont de probablité nulle et la somme & droite est nulle pour tout n > 0; dans le second cas, u(B,) = 1 pour tout n assez
grand, et donc lim,, u(By,) = 1.

Exercice 14 Définition équivalente d’une mesure

Soit 4 une mesure. Les deux premiers points sont trivialement vérifiés. Soit donc (A,) une suite croissante d’ensembles
mesurables et posons By = Ag et pour tout n > 1, B, = A, \ A,_1. Alors, par définition, les B,, sont mesurables et, par
croissance de (A, ), deux & deux disjoints. De plus, pour tout n > 0, A, = U}_,Bs. Donc

o0 n
p(UA,) = ;M(Bn) = lim_ ];)H(Bn) = lim p(Up_oBy) = lim_p(Ay).
Réciproquement, supposons que les trois points soit satisfait. Le premier axiome d’une mesure est trivialement satisfait.
Soit (A,) une famille d’ensemble mesurables deux & deux disjoints et posons B,, = U}_jAy. Alors (B,) est une suite
croissante d’ensemble mesurable. D’autre part, une récurrence immédiate sur le deuxieme point donne ’additivité finie de
. Finalement,

p(UAR) = p(UB,) = lim p(By) = lim p(Up_gAr) = nlggo;u(flk) = > u(An).

n— o0
n>0



Remarquons au passage que le troisieme point n’est rien d’autre qu’une version du théoréme de convergence monotone
appliqué & la suite de fonctions (14,,).

Exercice 15 Mesure de comptage

Nous avons trivialement que u(f)) = 0. Soit (A4,) une suite d’ensemble mesurables deux & deux disjoints. Alors de deux
choses 'une : soit tout les A,, sont finis et u(UA,) = > u(4,); soit au moins un des A, est infini si bien que UA,, est
infini, il vient encore u(UA,) = > u(4,).

Exercice 16 Combinaison linéaire de mesures

1. On calcule v(0) = >, 5 agpr () = 0. Soit (A,) une suite d’ensembles mesurables deux & deux disjoints. Alors,

v(UA,) = Z apr(UA,) = Z Qg Z p(An) = Z Z agpr(An) = Z v(Ap).

k>0 k>0  n>0 n>0 k>0 n>0

2. On calcule

1=v(X) =) apm(X) = .

k>0 k>0

La mesure de probabilité v est alors une combinaison convexe des . Géométriquement, ’ensemble des mesures de
probabilité sur (X, X') est un convexe : si pu1 et o sont des probabilités, alors pour tout « € [0,1], apg + (1 — @) po
est une probabilité.

Exercice 17 Supremum et infimum de mesures

1. On va utiliser la deuxieme caractérisation des mesures. On calcule p(f)) = supysqpr(f) = 0. Soit A et B deux
ensemnles mesurables disjoints, alors

n(AUB) = sup pi(A) + pw(B) = “31031,;5 p(A) + p(B) = i 1, (A) + pin (B) = p(A) + pu(B).

Soit (A,,) une suite croissante d’ensembles mesurables, alors en utilisant le fait () < pg+1(:)

u(UA,) = sgp liTan e (UA,) = sgp sup p(An) = sup SL;p pr(A) = sup u(A4,).

Soit A C B, alors pour tout k € N, p,(A) < pg(B), donc ux(A) < p(B), done u(A) < p(B). Cela termine la preuve
du troisieme axiome.

2. C’est la méme preuve que pour la mesure de comptage. Comme AN[j,00) D [j+1, 00), on obtient v;(A) > v;11(A). Il
est clair que [j,00) NN est infini pour tout j donc v(N) = oco. Par contre {k} N[j,00) = des j > k, donc v({k}) = 0.
C’est une contradiction car N = Up>o{k} qui est une réunion disjointe et pourtant oo = v(N) # > v({k}) = 0.

Exercice 18 Mesure géométrique
Nous avons v(R) = > . p(1 — p)"~! = 1. De plus, si (A,) est une famille d’ensemble deux & deux disjoints alors
v(UA) = D pl=p) = DT p(l=p) T =D v(An),
iUA,, NN* i€U(An,NN*) n>0
car les A, N N* sont deux a deux disjoints.
Exercice 19 Mesure de Lebesgue

1. Notons, si ce n’était pas évident, que {0} est un fermé (pour la topologie usuelle sur R), c’est donc le complémentaire
d’un ouvert, c’est un borélien. Nous avons, par additivité et invariance par translation,

n

p({1/k 1 <k <n}) = p(Ui {1/k}) = Y n({1/k}) = nu({0}) = na.

k=1

D’autre part, {1/k : 1 < k < n} C [0,1], par croissance d’'une mesure, on obtient na < 1. Cette inégalité ne peut
étre vraie pour tout n > 1 que si @ = 0. Encore par invariance par translation u({z}).

2. On décompose et on utilise I'invariance par translation :

L= ([0.1) = p(f0}) + 3 (‘, ) = (0, 1/n]).

n n



De méme

ko
ki k) (=1 01\ ky—ky
o(Cr])= 2 ((5a]) -

Si ¢ < r sont deux rationnels, on peut trouver n € N*, ainsi que p,p’ € Z tels que ¢ = £ et r = %/, d’ou le résultat.
Enfin, si a < b sont des réels, on peut trouver deux suites de rationnels (g,) et (r,), la premieére décroissante, la
seconde croissante, telles que limg, = a et limr, = b. Alors, en posant A, = (gn, 7], on vérifie facilement que
(a,b) = UA, et que la suite (A,) est croissate. D’ou

u((a,b)) = p(UA,) = lim u(A4,) =limr, — ¢, = b — a.

3. Si I est un intervalle borné, alors (a,b), [a,b), (a,b] ou [a,b]. Dans tous les cas, u(I) = b — a. Si il est non borné,
disons du type (—o0, a], il suffit de remarquer que I = U, (—n,a] et u(I) = co comme mesure d’une union croissante.
Le cas I = [b,00) est simillaire, de méme si on ouvre en la borne finie. Finalement, u(I) n’est rien d’autre que sa
longueur.
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD3 : Intégrale

Exercice 1 Quelques calculs d’intégrales contre des mesures discrétes
Calculer [z p(dz) et [2? p(dz) pour les mesures sur (R, P(R)) suivantes :
Lo0+ 28 zn: M)k —p) Fek, pe(0,1) i s
=z = = - = e~ — k.
H1 500 T 501 H2 k;p p k, P y L)y, 3 1 Ok
k=0 k=0
Que dire si 'on considere ces mesures comme des mesures sur (N, P(N))?
Exercice 2 Entropie
Soient p et v deux mesures de probabilité sur (R, B(R)) On définit Uentropie relative de v par rapport & p par

_f Jflogfdu sivestadensité f par rapport & p,
A vip) = { +o0o sinon.

1. Soient u et v deux mesures de Poisson sur (N, P(N)) de parametres respectifs 1 et . Montrer que v admet pour
densité par rapport a p la fonction f, : N — R, définie par :
Vk €N, folk) =el"%a",

Calculer H(v|u). En déduire que H(u|v) est positif et ne s’annule que si a = 1.
2. Avec les notations de V'exercice 1, calculer H (u1|pe), H(p1|us) et H (ps)p1).

Exercice 3

Soit (X, X, i) un espace mesuré. Soit f : X — R une fonction mesurable. Pour tout entier n > 0, on définit f,, = min(f,n).
Montrer que pour tout n > 0, f,, est mesurable et déterminer lim,, ., f fn du.

Exercice 4 Mesure image

Soient (X, X, 1) un espace mesuré, (Y,)) un espace mesurable et ¢ : X — Y une application mesurable. Pour tout B € ),
on pose (B) = (¢~ (B)) = ¢up(B).

1. Montrer que v est une mesure.

2. Application : X =R, , Y =N, p est la mesure de Lebesgue et ¢ la fonction partie entiere. Déterminer v.

3. Soit f : Y — R mesurable. Montrer que f est v-intégrable si et seulement si f o ¢ est u-intégrable et dans ce cas
[ fdv=[fo¢du. (On adoptera un raisonnement en trois étapes : on montre I’égalité pour les fonctions étagées
positives, puis pour les fonctions mesurables positives puis pour les fonctions intégrables.)

Exercice 5 Convergence monotone décroissante

Soit (X, X, ) un espace mesuré. Soit (f,)n>0 une suite décroissante de fonctions mesurables positives.

1. On suppose que [ fo dp < co. Montrer que

lim [ f, dp= /nlgr;o fn du.

n—oo

2. Montrer que ce résultat n’est en général pas exact si on ne suppose pas f fo du < oc.

3. Quel résultat retrouve-t-on si l'on choisit f, = 14, , (Ay)n>0 € XY décroissante ?

Exercice 6

Calculer les quantités suivantes :

Exercice 7 Intervertion de limite et d’intégrale

Oltl [ la mesure adennie par p = _1pPL—D T 0. n demnnit la suite de ronctions n)n>1, POUur n =~ 1, par
Soit p 1 défini vy p(1 — p)*~16,. On définit la suite de foncti > >1

ful) = (1 n %)n 10,0 ().



1. Pour tout & > 0, déterminer la limite de la suite (f,(z))n>0.

2. On note g, n > 0, la fonction définie sur [0,n) par g,(z) = log fr4+1(x) — log fn(z). Montrer que g,, n > 0, est
positive. En déduire que {f,}n>0 est une suite croissante.

3. Montrer que la suite ( [ fn d,u)n>0 converge vers une limite a déterminer.

Exercice 8 Un critére d’intégrabilité en mesure infinie

Soit (X, X, 1) un espace mesuré. Soit f : X — R une application mesurable. Montrer que f est u-intégrable si et seulement

S 22" < |fl < 21)) < oo,

neEZ

Soient a@ > 0 et fo, : * = 7 %1,~1. Pour quelles valeurs de a a-t-on que f, est intégrable par rapport a la mesure de
Lebesgue ?

Exercice 9 Critére d’intégrabilité en mesure finie

Soit (X, X, ) un espace mesuré. Soit f : X — C une application mesurable.
1. Vérifier que Y 0", 1¢>n} = [|f[], ot [] est la fonction partie entiere.
2. Montrer que si f € £'(u) alors >0, p({|f| > n}) < cc.

3. On suppose que p est finie. Montrer que Y -, u({|f| > n}) < oo implique f € £'(u). L’hypothese p finie est-elle
nécessaire ?

Exercice 10

Soit (X, X, ) un espace mesuré. Soit f € L ().
1. Montrer que, pour tout € > 0, il existe A, € X tel que u(A.) < oo, f est bornée sur A, et

/ |fldp <e.
X\ Ao

(On pourra considérer les ensembles B, = {27 < |f| < 2™} et appliquer le théoréme de convergence monotone aux
fonctions | f|1p,.)

2. En déduire que
Ve > 0,3n > 0,VA € X, u(A) <n:>/ |f| du <e.
A

Exercice 11 Théoréme d’Egoroff

Soit (X, X, 1) un espace mesuré tel que u(X) < oo et une suite (f,,)n>0 de fonctions mesurables réelles.

1. Montrer que I’ensemble de convergence de la suite (fy,)n>0 peut s’écrire

c=NU N {it-5=<5}-

k>1n>11i,5>n

2. On suppose que la suite (fy,)n>0 converge u-p.p. vers une fonction mesurable f au sens ol M(C’E) = 0. On définit
pour k,n € N*, I'ensemble A% = Ur_; N>, {|fi — f| < 1/k}. Montrer que pour tout € > 0 et pour tout k € N*, il

existe ny . € N* tel que ,u((Ank,s)C) <e/2k.
3. En déduire le théoreme d’Egoroff : pour tout € > 0, il existe A. € X tel que ,u(AE) < € et f, converge uniformément
vers f sur A..

4. L’hypothese p finie est-elle indispensable 7
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES

TD3 : Intégrale

Exercice 1 Quelques calculs d’intégrales contre des mesures discrétes

Par définition :

L. /1: pr(dz) =1/2 et /Iz () = 1/2
2.
/x pa(dz) = . (Z> k'pk(l —p)n—k =np et /xQ po(dz) = np(l —p) + n2p2.
k=0
3.

/CE uz(dr) = a et /x2 ps(dx) = a(a +1).

Exercice 2 Entropie
1. Pour tout k£ € N,
e ok
v({k}) =e H:el aremt = ffa( Ju({k}),

d’out v = f, - p. On calcule

k!

= 1 1
H(v|p) = Zfa )1og fa(k)u({k}) ZZel “F[l —a+klnaje™ = = (1 —a)+alha.
k=0

Comme v et p ont méme support, fo(k) > 0 pour tout k € N et 4 = +— - v. On obtient
1
u):/f—log—dy——/logfa dp=—-1—-a)—lna=a—-1—-Ina.

Il est clair en dérivant que o — o — 1 — In o est positive croissante sur [1,00) et s’annule en o = 1.

2. Nous avons

p(k) 1 1 1 1
- Zlog — 4 T log—
H(plp2) = %ul ) = 25T T 3 O G T

1 1
H(plps) = —§1Og(2€_a) - §1Og(204€_a)7
et

H(po|ps) = i( ) )" " log {(n ﬁ!k)! (Z)k(l—p)"’“} :

k=0

Exercice 3

On munit R de la tribu borélienne et on se donne a € R, alors

{min(f,n) > a} = {f > a} N {n > a},

ENSAI

or f est mesurable ainsi que la fonction constante  — n. Pour cette derniére, il suffit de remarquer que {n > a} est soit

X, soit () qui sont des ensembles mesurables.

La suite de fonctions positives (f,,) est croissante (f,+1 > fn) et cnverge simplement vers f. Le théoréme de convergence

monotone implique que lim,, oo [ fn dp= [ f dp.
Exercice 4 Mesure image

1. On a v(0) = u(¢~(0)) = p(P) = 0. Soit (A,) € YN, alors

v (UA,) = pg™t (UA,) = p (U¢_1(An)) = ZN¢_1(An) = ZV(An)7

ce qui montre que v est une mesure.

2. Soit k € N, ¢~ ({k}) = [k, k + 1), dott v({k}) = 1, c’est la mesure de comptage sur N.



3. Si f est la fonction étagée positive > a;14,, alors

=Y aw(A) =Y (¢ A) = p(f o d).

Ces égalités ont un sens dans R, et on remarque que v(f) < oo si et seulement si pu(f o ¢) < co. Si f est mesurable
positive, on peut trouver une suite croissante (f,,) de fonctions étagées positives qui converge simplement vers f.
Alors
v(fn) = p(fno @),

et I'égalité v(f) = u(f o @), qui a lieu encore dans R, provient du théoréme de convergence monotone. Si f est
mesurable, alors |f] et |f o ¢| sont mesurables positives et v(|f|) < oo si et seulement si p(|f o ¢|) < oo, aussi f est
v-intégrable si et seulement si f o ¢ est p-intégrable. On termine en décomposant f = f™ — f~ en partie positive et
négative et en remarquant que fog = fT o — f~ o ¢ est la décomposition idoine pour f o ¢.

Exercice 5 Convergence monotone décroissante

1. On pose, pour tout n > 0, g, = fo — fn alors (g,) est une suite croissante de fonctions mesurable positive. On
remarque que fo est finie presque partout et donc limg, = fy — lim f,,. Le théoréeme de convergence monotone

implique
tiw [ g dp = [ fode—tin [ o du= [ fodu [tim s, dn

2. L’hypothese est importante pour deux raisons. Premierement, elle permet d’identifier la limite simple de g, : si on
ne peut pas assurer que fy est finie presque partout, alors lim fy — f,, # fo — lim f,,. Deuxiémement, elle permet de
simplifier les [ fo dp de chaque coté de 1'égalité.

d’ou le résultat.

3. Il s’agit de la continuité a gauche d’une mesure.

Exercice 6

On peut écrire en notant p la mesure de comptage sur N* :

ZZnJrl /Z n e M) et ZZWZ/ZWMM)-

m=1n= 1 m=1n=1 n=1
Par convergence monotone, on intervertir somme et intégrale :
et
> e Dl v sl DRyl b s i ) B LA
== (4n — 1)2m — (4n —1) (4n — 1)2m —~ (4n—-1)>-1 4= 8n(2n—1)

Exercice 7 Intervertion de limite et d’intégrale

1. Pour tout z € R, lim f,,(z) = e"1g, ().
2. On apourn>1etz € [0,n]
gn(x) = (n+1)log(1+z/(n+1)) — nlog(l + z/n),

Posons h(z,y) = ylog(1l+ x/y) et montrons que y — h(x,y) est croissante sur [1,00) pour tout z € [0, y]. Pour cela,
on calcule les deux premieres dérivées partielles :

;zj/yz x 2 X 1 x
Osh = log(1 - = log(1 — = et &%n - _ T
bh(z,y) og(1l+ x/y) yl—i—aﬁ/y og(1+x/y) Ytz € Zh(z,y) y21+x/y+ (z +y)2
d’ou
Bhay) -2t @ @ v _r-altey) o

vl+z/y  (z+y)? 20 +z/y)? P20 +z/y) P2 +z/y)? P +a/y)?
Ainsi, Ooh(z,y) > O2h(x,1) =log(1 +z) — 5. Or,
x 1 1 _ 1+2x

d
— loe(1 - = _ =
og(1 +2) 142 142z (1422 (1+42)?

dx

Aussi, y — h(z,y) est croissante si bien que g,(x) = h(z,n 4+ 1) — h(z,n) > 0 pour tout z € [0,n]. D’oli, pour
tout « € [0,n], frni1(x) > fo(z). Par ailleurs, si & > n, il est immédiat que fn41(z) > fn(z) puisque f,(x) = 0.
Finalement, (f,), > 0 est une suite croissante de fonctions mesurables et positives.



3. Le théoreme de convergence monotone implique que

e} 0 e
tin [ fodu= [ du=3p gtk =
n— oo 1—ep
0 k=1
Exercice 8 Un critére d’intégrabilité en mesure infinie
Par le théoréme de convergence monotone pour |f| mesurable positive
/‘f| dp = /Z |fLan<pi<conss dp = Z/|f|12"§|f\<2"+1 dp.
neL nez

L’estimation suivante est alors immédiate

Sz <<t < I o<y e < <2,

nez nez
Des estimées standards montre que f, est Lebesgue intégrable si et seulement si

L]
Z 2n(171/a)(1 _ 271/0()

n=-—oo
est finie. La condition se transforme en o > 1.
Exercice 9 Critére d’intégrabilité en mesure finie

1. Il est immédiat que si 1|/, (z) = 1 alors pour tout k = 1,...,n, 15>x(x) = 1. De plus, si ng(x) est le plus grand
entier tel que |f(x)| > ng, alors pour tout n > ng(x), 1|¢>n(x) = 0. Ainsi

3" 1530 (@) = no(@) = [|£(2)])-

n>1

2. Evidemment, [|f|] < |f| donc par convergence monotone

oo>/|f| duZ/[lfl] du:/zlmzn du =" u(lf] > n).

n>1 n>0

3. Nous avons encore |f| < [|f]] + 1, d’ou par convergence monotone

[t [0+ 1 i< 3712 )+ ),

n>1

or la borne & droite est finie. La condition de u finie est nécessaire. Pour un contre-exemple, considérer u la mesure
comptage sur N* et © — 1/z.

Exercice 10

1. La suite (|f|1p, ) est positive croissante, par le théoreme de convergence monotone

i [ 17 du= [ 1f] dn < o
n—oo Bn

os/|f|du/3”|f|du<s.

On pose alors A. = B,,, f est effectivement bornée sur A, et la condition sur 'intégrale est trivialement vérifiée. De
plus, on vérifie, par croissance de l'intégrale

Soit € > 0, on choisit N tel que

o> [Ifldu= [171tn, du=2"u(B,)

d’ott u(B,) < .



2. Soit £ > 0. Alors il existe ng > 1 tel que [|f|1zc < /2. Pour cet entier ng, on pose n = 27"~ !z, Soit maintenant
no
A € X tel que u(A) <. Alors, on calcule

181 du= [ 1atm If dut [ Latgg 1f] dn < 2on(a) 422 <
) ,

Exercice 11 Théoréme d’Egoroff

1. L’ensemble C correspond & ’ensemble des points « € X pour lesquels (f,,(z)) est de Cauchy c’est a dire convergente.

2. Soit k > 1. On remarque que A% est une suite croissante en n, de plus

U A5 = N Uf = £ < 1/k}

n>1 n>1i>n

Enfin, on montre que C est contenu dans cette réunion. En effet, soit x € C, alors, il existe n > 1 tel que pour tout
i, >mn, |fi(x) — fj(z)] <1/k si bien que pour tout i > n, |f;(z) — f(x)| < 1/k. Autrement si dit, pour tout k > 1,
T € UnzlA’fL. Ainsi, on déduit

p(C) = lim p(Al) = u(C®) = lim pu((45)P),

n— oo n— oo

car u(X) < oo. Comme u(CC) = 0 et que ((Aﬁ,)c)nzo est décroissante en n > 1, il vient l'existence de ny . > 1 tel
aue p((45, %) < /2"

3. Soit € > 0, alors posons A, = ﬁkzlAk

..o ON @

u(AS) = p [ @Ak, D8 | <D u(ak, )8 =,

k>1 k>1

et clairement (f,) converge uniformément vers f sur A..

4. On peut prendre comme contre-exemple la mesure de comptage sur N et f, = 1(,;. Alors f, converge simplement
vers 0 mais pour tout A tel que p(A%) < 1/2, c’est & dire A = N ou N privé d’un point, il n’y a pas convergence
uniforme.
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD4 : Intégration et théoremes limites

Exercice 1 Intégrabilité et comportement a linfini

Construire une application f: Ry — Ry telle que
1. f est continue sur R,
2. [ fdX\< oo,
3. pour tout a € Ry, sup;s, f(t) = oo.

Exercice 2 Intégrabilité et convergence uniforme

Donner un exemple de suite (fy,)n>0 de fonctions mesurables positives sur (R, B(R)) convergeant uniformément vers 0 et
vérifiant 1’une des propriétés suivantes :

1. pour tout n € N, f,, n’est pas intégrable,
2. pour tout n €N, [ f, dA=1,
3. pour tout n € N, f,, est intégrable et lim,_, [ f, d\ = cc.

Exercice 3 Intervertion limite-somme

Dans chacun des cas suivants, déterminer la limite de la suite (up)n>0 :

2 . n
(i) un = >py m§ (ii) w Zk 1 kn2+k2 ) (ifi) un = 35y Sl}i;k (ﬁ) ) (iv) un = 3200, 7lk%/2+k3~

Exercice 4 Intervertion limite-intégrale

Dans chacun des exemples suivants, déterminer la limite de la suite (uy,),>0 définie par

(i) up = fol T4z sin(z/n) dx; (i) up = fy° Z;rl dr; (iii) u, = fo Slil/f) dx;
(iv) wn = flo oo ey A1) () tn = flo oot ;:1;;3) dt; (Vi) n = Jp rrrrasrrey
(vii) u, = fol (1 - e‘t2/") dt; (viii) up = [ n:;2+4t2 dt; (ix) up, = [3' 2 (1+ L) e /™ dt;
(%) ttn = fi p " — dus () u = [y i‘;‘fi”i/z da.

Exercice 5

Soient (X, X, 1) un espace mesuré et (Ay),>o une partition de X. Montrer que pour toute fonction mesurable positive

(oo}
fan=> [ ran
Soit a € R. Calculer les intégrales

/R+ e N(dz) et /R+ ﬁ A(dx),

ou [-] désigne la partie entiere et A est la mesure de Lebesgue sur (R, B(R)).
Exercice 6 Autour du théoréme de convergence dominée

On munit 'ensemble [0, 1] de la tribu boréliene et de la mesure de Lebesgue. Pour n > 3, on pose f, = Wl[o,l/n]-
Montrer que

1. pour tout n > 3, la fonction f, est intégrable,
2. que la suite (f,)n>3 tend vers 0 presque partout et lim,_,o [ f, dX = 0.

Déterminer la fonction sup,,~ 5 f,. Les hypotheses du théoreme de convergence dominée sont-elles vérifiées ? En modifiant
I'exemple précédent, montrer que 'on peut trouver une suite (f,)n>0 de fonctions qui ne satisfont pas les conditions
d’application du théoreme de convergence dominée mais vérifient les points 1 et 2 ci-dessus.

Exercice 7 Autour du théoréme de Fatou, théoréme de Young

Soit (X, X, 1) un espace mesuré. Soient (fr,)n>0, (gn)n>0 €t (hn)n>o trois suites de fonctions réelles intégrables par rapport
a p vérifiant



1. pour tout n > 0 et tout z € X, gp(x) < fn(z) < hyp(z);

2. (fu)n>o (resp. (gn)n>0, (hn)n>0) convergent simplement vers f, (resp. vers g et h);

3. que h et g sont intégrables et lim, o0 [y dp = [ h dp et limy, o0 [ gn dp = [ g dp.
Montrer que f est intégrable et lim, oo [ fn dp= [ f dp.

Exercice 8

Soient (X, X, ;1) un espace mesuré et f : X — C une fonction intégrable telle que [, f du = 0 pour tout A € X. Montrer
que f est nulle presque partout. (On pourra commencer par supposer f a valeurs réelles.)

Exercice 9

Pour tout entier n > 0 et tout réel =, on pose f,(z) = e — 2e=21%,
1. Montrer que ) -, fn(x) est une série convergente pour tout & > 0 et calculer sa somme f(z).

2. Comparer fRJr flx) devet 3 fR+ fn(z) do. Commenter.

Exercice 10

On se place sur l'espace de Borel standard ([0, 1], B([0, 1]), A).

1. Soit (fn)n>0 la suite de fonctions définies sur R4 par

n’z si0<xz<1/n,
fo(@) =< —n(x—2/n) sil/n<z<2/n
0 six > 2/n.

Calculer liminf [ f, d\, [liminf f, d\, limsup [ f, dX et [limsup f, dA.
2. Méme question avec la suite (gn)n>1 telle que gap = 119,1/(2p)] €t 92p—1 = 111 /(2p—1),1], P > 1.

3. Commenter.

Exercice 11 Critére d’intégrabilité

Soit ¢ € R%.
1. Montrer que z — exp(—cy/x) est Lebesgue intégrable sur [0, oof.

2. Déterminer I’ensemble des réels « tels que © — z® exp(—cy/x) soit Lebesgue intégrable sur [0, oo[. Méme question
sur [1, ool.
3. Déterminer l'ensemle des couples (o, ) € R? tels que # — 2%(logz)? est Lebesgue intégrable sur ]0,1]. Méme
question sur [1, col.
Exercice 12
Soit f la fonction définie sur Ry par f(t) = [;° (%)2 et dx.
1. Montrer que f est continue sur R et deux fois dérivable sur R .

2. Calculer f et les limites en oo de f et f'.

3. En déduire une expression de f. Que vaut f(0)? Justifier.

Exercice 13

sin &
e?—1

1. Montrer que la fonction f: x — est Lebesgue intégrable sur [0, oof.

—nx

2. Montrer que pour tout = > 0, la quantité f(x) peut encore s’écrire sous la forme Y " e
=07

’ . oo 1
3. En déduire que [° S2L dr =32 | g

sin(z). Est-ce vrai pour

Exercice 14

1. Montrer que & : @ — log(1 — sin?§) est Lebesgue intégrable sur [0, 7/2].
2. On considere la fonction F': ¢t — fow/2 log(1 + tsin? ) df.
(a) Montrer que F' est définie et continue sur [—1, oof.
(b) Montrer que F est C! sur | — 1, 00 et que
sin? 0

/2
Vtel —1,00] F(t :/ sy
] ool ®) o 1-+tsin®6



3. (a) Montrer que pour tout ¢t €] — 1,00, F'(t) = m

(b) En déduire que pour tout ¢ €] — 1, 00[, F(t) = w[log(1 + /1 +t) —log2].

Exercice 15

Le but de cet exercice est de montrer que fooo % dx = 7/2.

1. (a) Montrer que l'intégrale impropre I = fooo % dx est convergente.
(b) La fonction  — 22 est-elle intégrable au sens de Lebesgue sur R ?
2. Pour t > 0, on pose S(t) = [ L=t gy,
(a) Montrer que S est de classe C! sur |0, oo[. Calculer S’(t) pour tout ¢ > 0.
(b) Déterminer la limite de S en co puis S(¢) pour tout ¢ > 0.
3. Soit A > 0 et t > 0. Montrer que
0o
/ T —te gy < 2/A.
A T
4. Montrer que pour tout A > 0,
A . A
lim et 20T gy :/ 22T .
t—0+ 0 0 x

o.

Conclure.

Exercice 16 Transformée de Fourier

Soit f € L(N). La transformée de Fourier de f est définie sur R par

= L o=

o.

f) = [ faet da.

Pourquoi f est-elle bien définie sur R?
Montrer que si f est paire, alors f est a valeurs réelles.
Montrer que f est continue sur R.

On suppose de plus que x — z¥ f(z) est Lebesgue intégrable sur R pour k € N. Montrer que f est de classe C* sur
R.

Calculer la transformée de Fourier des donctions définies sur R par fi(z) = e "1g, () et fo = eIl

Exercice 17 Transformée de Fourier d’une probabilité

Soit p une mesure de probabilité sur (R, B(R)).

1.
2.

Montrer que I'application ¢, : ¢ — fR e® y(dz) est bien définie sur R.

Calculer ¢, pour les probabilités suivantes

(a) py = 2030 (b) p2 =1 (1)27%6k; (€) s = > pep e’o‘i—jék, avec o > 0.
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD4 : Intégration et théoremes limites

Exercice 1 Intégrabilité et comportement a linfini

11 suffit de considérer une infinité de triangles isoceles, centrés en n, dont la base de largeur de 'ordre de n™3 et la hauteur
de 'ordre de n.

Exercice 2 Intégrabilité et convergence uniforme

1. fu(z)=1/n.
2. fn= 1/(2n)1[—n,n]

Exercice 3 Intervertion limite-somme
L Onawu, =32 s Lick<n, or limy, oo =g li<k<n = 1/k pour tout k € N*. Enfin, le lemme de Fatou
o0 0o n

2. Méme raisonnement.
3. Soit k € N*. On a

. k k n
lim 2o < ) li<k<n2 =0,

et
sin k E\"
— (—] 1 n2| < 1/k2.
2 <k+1) 1<k<nz| <1/
Or ) iy 1/k? < co. Par convergence dominée, lim u,, = 0.
4. Pour k> 1, on a
. n+k 3/2
s R
D’autre part, pour tout n > 1et k > 1,
n+k _ 1 n+k < 1 n+k:1/k3/27

nk3/2 + k3 k3/2 n, + k3/2 — k3/2pn 4+ k

car n+ k32 > n + k. Le théoréme de convergence dominée implique que lim u,, = Zk21 1/k3/2.

Exercice 4 Intervertion limite-intégrale

1. Pour tout z € [0, 1], lim,, % = 1

par 175> qui est intégrable. D’ou

Comme sinz < z sur [0, 1], on obtient la majoration de 'intégrande

lim

1 1
nsin(z/n) dr — / T h172
n—o0 Jq 1 + x2 0

1+ 22 2

2. L’intégrande, qui est positive, converge simplement p.p. vers x — e~ ?/z qui n’est pas intégrable au voisinage de
zéro. Le lemme de Fatou implique que lim,, u,, = co.

3. On domine par z — 1/+/z, d’ot lim,, u,, = 0.

4. On vérifie facilement que I'intégrande converge vers 0 pour ¢t # 0 modulo m, donc elle converge p.p. vers la fonction
nulle. Puis, on fait la majoration suivante pour n > 1

(sint)™

t(1+1)

(sint)™
t(1+1)

(sint)” 1 1
p Y O] < T (f) F 11w (D),
0,1)(t) TR y(t) 1 0,1](t) PR ()

et cette fonction est intégrable. Le théoreme de convergence dominée implique que limu,, = 0.

5. On applique le méme principe que pour la suite précédente.

6. Sur [—1, 1]0, on majore par ———. Sur [—1, 1], c’est majoré par 1. On peut appliquer le théoréme de convergence

m(1+t2) "
dominée et lim,, u,, = 1.



7. Le théoreme de convergence dominée, avec la domination par 1, on obtient lim,, u,, = 0.

. o 2 - 42
8. C’est encore de la convergence dominée avec la domination par e=*". D’ou lim,, u,, = [ €% dt = /7.

9. On fait le changement de variables u = t/n et on obtient u, = fol(l +u)e " du, la suite u,, est constante.

10. On écrit
N /1sinu YA J Jr/C’osinu AL J
Uy =V Wy = —_— au - m
n n n o u2 1+u1/n 1 u?2 1_|_u1/n

La suite (w,) est convergente par le théoréme de convergence dominée avec la domination par 1/u?. Mais (v,,) est
divergente vers oo par le lemme de Fatou. Donc lim,, u,, = cc.

11. On décompose l'intégrale pour chaque n > 1 sur [0,1] et [1,00]. La premiére est convergente par le théoréme de
convergence dominée et la domination par 1/4/x. Elle converge vers fol dx/+/x. Pour la deuxiéme, on utilise la

domination 1/x3/2 qui est vérifiée des que n > 1. Elle converge vers 0. D’ou lim,, u,, = 2.

Exercice 5

On éerit f,, = > p_o f1a,. Alors (f,,) est suite positive croissante convergeante vers f puisque (A,) est une partition. Le
théoreme de convergence dominée implique I’égalité annoncée.

On a
%) e o] k+1
/ el gy = Z/ el*) dy = Z ek,
0 0k

k>0

L’intégrale vaut donc oo si a > 0 et (1 —e®)~! pour a < 0.

De méme,
1
— dx = 1/n! =e.
[ me=Xu

n>0

Exercice 6 Autour du théoréme de convergence dominée

Pour tout n > 3, f, est positive et d’intégrale [ f, d\ = 1/(logn)> — 0. De plus, pour z € (0,1], lim, f,(z) = 0 et
lim,, f,,(0) = oo donc lim,, f,() =0 p.p.. On a

sup fn(z) =

1 .
n>3 /2] sinon,

{ 0 siz e (1/3,1],
Togl1/)?

ot [] est la partie entiere. Il est clair que g = sup,,>3 fn est la plus petite fonction de domination pour la suite (f,). Il
s’agit de vérifier si [ g d\ < oo, c’est a dire
3
1
[y
o (log[1/z])

Or, pour [1/z] est 'unique entier k£ > 0 tel que k < 1/x < k+ 1, c’est & dire x € (1/(k + 1),1/k] donc
1/k 1
gdr= / de=5 — <o
/ kz>3 k1 logk 1; (k+1)(log k)2

Les conditions du théoreme de convergence dominée sont donc satisfaites.

Si on remplace le log? par un log, il est facile de voir que toutes les conditions sont remplies, sauf I'intégrabilité de ¢
— Yk m = 00 — qui est la meilleure domination possible. On a trouvé un exemple de converge dans L! sans
domination intégrable.

Exercice 7 Autour du théoréme de Fatou

Tout d’abord, la fonction f est intégrable, car |f| < |g| V |h| qui sont deux fonctions intégrables. Ensuite, en appliquant
le lemme de Fatou

[ 19w <timint [ g, gu au < tmint [ g, = [ g an
si bien que [ f dp <liminf, [ f, dp. D’un autre coté, en appliquant le lemme de Fatou & h — f, on a

/h—fd,ugliminf/hn—fn duﬁ/hdﬂ—i—liminf—/fn du,

si bien que [ f du > —liminf, — [ f, du = limsup,, [ f, du.En définitive, limsup,, [ fn dp < [ f dp < liminf, [ f, dp.
D’ou le résultat.



Exercice 8

On suppose d’abord f & valeurs réelles. On écrit f = f+— f~ et posons A = {f~ = 0}, alors en remarquant que f*1 46 =0

(parloul !), on Obtient
/ / / / ’

L’inégalité de Markov implique que f™ = 0 p.p.. De fagon analogue, on obtient f~ = 0 p.p.. Enfin pu({f # 0}) = p({f* >
0} U{f™ >0}) <pu(f*>0)+pu(f”>0)=0.
Si f est & valeurs complexes, alors f = Re f+ilm f. Or, [, f du = 0 si et seulement si Re [, f du= [,Re f du=0et
Im [, fdu= [,Im fdu=0.Do le résultat.

Exercice 9

Pout tout = > 0 la série de fonctions converge évidemment simplement et

1 2 —1—e"2% 2%
= =1 — = .
@) 7; Fn(@) + l—e® 1—e2¢ ]—eg % _—g 20 g3z

On vérifie facilement que Y, <, [ fn d\ = 0. D’autre part, en faisant le changement de variable X = e~*, tout se simplifie
relativement bien et on trouve [ f d\ = log2.

Moralité, la positivité des termes d’une série est primordiale lorsque I'on veut intervertir somme et intégrale. Ou, de
maniere équivalente, on ne peut pas se passer de ’hypothese de monotonie dans Beppo-Lévy !

Exercice 10

1. La courbe représentative de f,, est essentiellement un triangle isocele de hauteur n, de base 2/n et centrée en 1/n.
Aussi [ f, d\ =1 si bien que liminf [ f, d\ = limsup [ f,, d\ = 1. D’un autre c6té, liminf f,, = limsup f,, = 0 et
donc [liminf f, d\ = [limsup f, d\ = 0.

2. On vérifie facilement que [ gop dX\ =1/2p et [ gop—1 dX =1 —1/(2p — 1). Donc liminf [ g, dA = lim [ g, dX =0
et limsupfgn d\ = limfggp,l dA = 1. D’un autre coté, limgo, = 0 et limgsp—1 = 1 donc liminfg, = 0 et
limsup g, = 1.

3. Ces deux exemples montrent que le lemme de Fatou est optimal, on ne peut pas caractériser le cas d’égalité ou
d’inégalité.

Exercice 11 Critére d’intégrabilité

1. D’apres un exercice fait dans la planche précédente, une fonction f est intégrable si et seulement si ), 2" A(2" <
|f| < 2"T1). Or, dans notre cas, on vérifie que pour n > 0, les termes de cette séries sont nuls. Il s’agit donc de
vérifier la sommabilité de Y, o, 27"A(27" < |f| < 27"F1). Or,

(n—1)?log(2)?

n?log(2)?
c? ’

27 < emeVE < g7
< < =

<z<

Donc A(27" < |f] < 27"H1) = O(n), la série converge et cette fonction est intégrable.
2. On utilise le méme critére. Il faut étudier la fonction f(x) = x® exp(—cy/z), calculons la dérivée,

) = [a - m} exp [alnz — ey .

T

On remarque que si a < 0 alors f/ < 0, sinon f’ est positive sur [0,4a?/c?] et négative sur [4a?/c?, 00). Considérons
le cas a > 0, alors on montre facilement que 0 < f(z) < K exp(—cx1/4 = g(z). En adaptant les calculs de la question
précédente, on voit que

A2 < gl <2 =0(0®) = > 2@ < gl <27 < oo
n>1

De méme que précédemment, Y -, 2"\(2" < |g| < 2"T!) = 0 car ||g]l.c = 1. Ainsi, la fonction g € L'()) et
f € LY(\) pour tout a > 0.

Considérons le cas o < 0 (le cas a = 0 a déja été fait. On remarque tout d’abord que f = f1o1) + f1j1 ) €t que
0< fle) < e~°VZ_ Au passage, cela montre que f est intégrable sur [1,00) pour tout o € R. Il reste a étudier la
fonction f1(g,1). Or, comme a < 0

2" < g% Vol < 2" = 20nHD/eee < g <o/

Donc, f1(g,1) est intégrable si et seulement si

22"2”/& <o = a>-1.
n>0



3. Considérons d’abord le cas [1,00), on regardera le cas (0,1) dans un second temps & 'aide d’un changement de
variables. Notons que si @ > 0 alors il existe M > 1 tel que g(z) = z%(Inx)? > 1 et g est trivialement non intégrable.
Si @ = 0, comme g est positive, nous pouvons faire le changement de variable z = ¢! :

/ (Inz)? dx:/ thet dt.
1 0

Comme précédemment, la fonction t — tPe? est minorée par 1 au voisinage de l'infini et est donc trivialement non
intégrable.

Soit a < 0. Si B > 0 alors g est trivialement non intégrable pour a € (0,1]. Si @ < —1, on vérifie facilement que
0 < g(z) < Kz(®=1/2 et g est intégrable.

Reste le cas a < 0 et 8 < 0. Rappelons que la fonction g est positive, donc elle sera intégrable si elle intégrable au
voisinage de 1 et co. Soit R > 1. Au voisinage de l'infini, nous avons

/ 2%(Inz)? da :/ e(FotB gt

R In R

Lorsque a > —1, I'intégrande est non minorée par 1 au voisinage de I'infini. Lorsque a < —1, une majoration brutale
par eIt de I'intégrande permet de conclure & l'intégrabilité de g. Si a = —1, alors g est intégrale pour 8 < —1 et
non intégrable pour 8 € (—1,0).

Par un calcul similaire,

R In R
/ 2%(Inz)? da z/ e(HeltB gy,
1 0

Or, il existe m, M > 0 telles que pour tout ¢ € [0,1ln R], m < e+t < M donc g est intégrable au voisinage de 1 si
et seulement si 5 € (0, —1). Finalement, g est intégrable sur [1,00) si et seulement si a < —1 et 5 > 0.
Pour finir :

1 o'}
/ z*(Inz)? da :/ y *2(=Iny)? dy
0 1

et il suffit d’utiliser le critére précédent.

Exercice 12

1. On montre d’abord que f est deux fois dérivables sur R} . Il est clair que 'intégrande est deux fois dérivable pour
t > 0, de dérivée seconde t — (sinz)?e~*. Pout tout a > 0 et tout ¢ € (a,0), cette fonction est dominée par
x — e~ % p.p.. On montre ainsi que f est deux fois dérivable sur (a, c0) pour tout a > 0 donc dérivable sur (0, c0).
Elle est en particulier continue sur (0, 00).

Soit (t,) une suite de réels strictement positifs convergent vers 0. Alors, la fonction x — (sinz)?/z%e~tn®

converge
vers (sinz)?/az? et est dominée par (sinz)?/az? qui positive et intégrable. Donc limy o f(t) = [~ “2# dx = f(0),
et f est continue en 0.

2. Par un argument analogue que pour la continuité, f(co) = 0. On a également que f’(co) = 0 : on utilise une
domination z — e~ 4% qui est valide dés que t > A.

3. Nous pouvons procéder par intégration par parties :

) = /OOO sin®z d <et””> = i/ooo cos(z) sin(x)e ™" dz.

Encore une fois : . ; )

Done f"(t) = @iz = f -

1l s’agit de trouver une primitive de f”. Pour cela, on décompose 'expression de f” en fraction irréductible :

2 1 a b+ct

e
t4+t2  t 4412
Il vient immédiatement que a = 1/2. Le polynome 4 + 2 s’annule en 2i et —2i ce qui donne les équations

2 = b+ 2ic
-2 =b—2ic

En sommant les deux lignes on trouve b = 0, puis ¢ = —1/2. Finalement,

1 t

f//(t) — 27f — 72(752 n 4).



On déduit, f/(t) = Lint—LIn(t2+4)+ K = K+1In (ttﬁ) Comme f/(c0) = 0, K = 0et f'(t) = L In(t)— L In(4+£2).

On obtient en intégrant directement le premier terme et en faisant une IPP pour le second

I I ) 1 1, 1 P
f(t):K+§/ lnzdxfi/ ln(4+x)d:c:K+§tlntf§thtln(4+t)+Z/ mdw.
Ensuite ;25 =1 — 1747, d'ol
t 2
/ﬁdwzt—?&tmt&n(t/?).

Finalement,

1 1.1 1,1 1 1 1
f(t) =K + 5tlmt —3t- Ztln(4 +t2) + 3t~ 3 arctan(t/2) = K + 5thmf - Z1tha(4 +t?) — 3 arctan(t/2)

¢ 2 1
=K+ 1 In ir2) 32 arctan(t/2).

Remarquons que le premier terme est équivalent & —1/¢ lorsque ¢ — oo (faire un dl). On conclut :

T i 12 1
SR P (LA [ 2).
f(@) 1 +4 n(4+t2) 2arctan(?f/ )

2

On déduit f(0) = /4, en particulier [;° (322£)° dx = x/4.

Exercice 13

L. Il est assez simple de voir que [f(z)| < Ke™® pour un certain K > 0.

2. On calcule - -

Z e " sin(z) = sin(z)e ™ Z o e~ " sin(x) _ sin(z) .

l—e" e’ —1

n=1 n=0

Pour x = 0, la forme analytique n’est pas définie e® — 1 = 0, mais la série l'est, elle vaut O.
N

3. Intervertissons somme et intégrale en utilisant le théoreme de convergence dominée appliqué a fn(z) = >, _; e~ "*|sin(z)|

et la domination g(z) = > o7, e "*|sin(x)| :

[ [T e de =Y [ e inG) do
o e -1 0 n=1 =10
oo 00 e 1 s 1
_ —nxr+ix _ =
_iz_;|m/0 e d$—2|mn_i_zn2+1'

n=1 n=1

Exercice 14

1. Comme 6 — In(1 — sin?(#)) est négative sur [0,7/2), l'intégrable de Lebesgue a un sens dans R_. Il reste & montrer
que cette intégrale est finie. On calcule en faisant le changement de variable § = 7/2 — x

/2 /2 w/2
/ |In(1 — sin?(9))| df = 72/ In cos(#) df = 72/ In(sin(#)) db.
0 0 0

L’intégrande est de signe constant continue sauf en 0 ou elle est équivalent a In# qui est intégrable en 0.

2. (a) Soit M > 0. La fonction ¢t — In(1 + tsin” #) est continue sur [—1,00) pour presque tout . De plus, nous avons
la domination, pour tout ¢ € [—1, M], In(1 + tsin*(#)) < M sin?(f), or 6 — sin®(6) est Lebesgue intégrable
sur [0,7/2]. Le théoréme de continuité sous le signe somme implique que F' est définie et continue sur [—1, M].
Comme M peut étre rendu arbitrairement grand, il vient que F' est définie et continue sur [—1, c0).

(b) Soit (a,b) C (—1,00) un intervalle ouvert. D’apres la question précédente, pour tout t € (a,b), la fonction

6 — In(1 + tsin?(0)) est intégrable sur [0, 7/2].
Pour presque tout 6 € [0,7/2], la fonction ¢ — In(1 + ¢sin® §) est dérivable sur (a,b) de dérivée t — %.
Cette derniere fonction est décroissante en t € (—1, 00) pour presque tout 6 € [0, 7/2], ainsi, nous la majoration

sin? 0 sin? 0
-2 S -2 :
1+ tsin“0 1+ asin®(0)
Cette domination est bornée donc intégrable sur [0,7/2]. Ainsi, F est dérivable sur (a,b) de dérivée F'(t) =

fﬂ'/Q sin 6
0 1+tsin2 6

df. Les réels a,b étant arbitraire, ceci reste vrai sur U'intervalle (—1, c0) entier.



3.

(a) On commence par faire le changement de variable u = sin®(9) :

1 du
2vu 1T —u

0 = arcsin\/u —

On obtient :

1t d
F’(t):f/ ©
2 Jo l-—ul+tu

3 — U .
Puis, on pose v = | /17 ¢

Vl—u)=u +—= u=-—s =—=du=

Finalement,

F,(t)_l/oo 202 dv _/OO v? dv _/°° v? dv
2Jo @rr1p (14 42) o OPEDPHPEEED Sy (04 DO+ (L0

En décomposant 'intégrande en fraction irréductible, nous obtenons

v? 1 1
W+ 1)1+ (1402 tw?+1) 1+ 1 +t)?)
11 vient :
py= T LfactaTHW)])™ _x  w _ wyIfi-l 7 L
T2t ot Vi+t o 2t 2014t 2t I+t 2VI+t(1+VIFt)
(b) On vérifie que F'(t) = m Ceci montre que F(t) = mIn(1 + /1 +t) + K. De plus, on a clairement

F(0) =0, dou K = —wlog2.

Exercice 15

1.

(a) Soit A > 0, la fonction z — sin(x)/x est continue sur [0, A] donc Riemann intégrable. En posant Ng = [A/7],

on a de plus
Np—1

A _: (k+1)m 2 A .
sin(x) / sin(x) / sin(x)
dx = E —= dz + — dx. 1
A z kn z Nam T ( )

k=0

On majore brutalement la seconde intégrale par 1/N4 qui tend vers 0 lorsque A tend vers U'infini. D’un autre
coté, pour k =0,...,N4 — 1, on fait le changement de variable x = y + km, on obtient

(k+1)7T . T T .
/ sin(x) dr — / sin(y + k) dy = (_1)k/ sin(y) dy.
ki x o Ytkm 0o Ytkm

Ainsi, dans (1), la série est une série alternée. Il vient facilement pour tout k > 1 et y € [0, 7] que

siny < sin(y)
y+ (k- ~ y+kn’

T siny
0 y+km

Ceci montre la convergence de 'intégrale impropre.

d’ou la décroissance de la suite ( dy) o Une majoration brutale donne que cette suite tend vers 0.
0

(b) La fonction & — sin(z)/x n’est pas Lebesgue intégrable. Pour le voir, il suffit de conisdérer x — |sin(x)|/z,
et de remarquer que la décomposition précédante est toujours valide mais aboutit & une série divergente (on
minore le terme général par 1/(k + 1)7).

(a) Soite > 0. Pourt > ¢, il est clair que x — 2L~ est Lebesgue intégrable sur [0, o). La fonction ¢ — Sinzﬂe*m

est également dérivable sur ]e, 0o de dérivée ¢ — sin(z)e” . On utilise le théoréme de convergence dominée
avec la domination de la dérivée par x — e~ % qui est intégrable. Comme e > 0 peut étre choisi arbitrairement,
S est dérivable sur ]0, oo[ de dérivée

S'(t) = / —sin(x)e” ™ dz = —Im / e~ =0T gy =
0 0

i 70

Soit & > 0, comme ¢ — sin(x)e** est continue sur ], co[ pour tout z € R, en dominant par x — e~ %, on

obtient la continuité de S’ sur Je, co[ pour tout € > 0 donc sur |0, oo].



3.
4.

(b) Soit () une suite réels positifs tendant vers co. Par des dominations treés similaires aux questions précédentes,
le théoreme de convergence dominée donne

lim S(t,) = lim &(m)e_t”“c dx :/ sin(z) lim e "% dz = 0.
n—oo n—oo 0 o 0 i n—oQ

Une primitive de t — —1/(1 +#2) est t — o — arctan(t). D’olt S(t) = /2 — arctant.
Soit (t,) une suite de réels positifs tendant vers 0. Alors a 'aide de la domination par x — |sin(x)|/z qui est

intégrable sur [0, A] comme fonction continue sur un compact, on applique le théoréme de convergence dominée qui
nous donne le résultat.

Les deux points précédant implique que pour tout N > 1

00 . 0o - N7 . Nm _:
_, sinz sin x _, sinz sinz
et dr — dz| < e dr — dx
0 T 0 T 0 T 0 €

+ '/ eto I dx—/ ST dx’ < (%) 4+ 2/N.
N7 T Nr 2

I(t) =

Soit € > 0, choisissons N tel que 1/N7w < /2 et § > 0 tel que t € (0,d) implique (x) < /2. On obtient donc, pour
tout € > 0, 'existence d’un & > 0 tel que ¢ € (0,0) implique I'(t) < €. Ceci montre que S est en fait continue en 0,
donc I = S(0) = lim;_,g+ 7/2 — arctan(t) = /2.

oS A

. . oo . A
lim et sin(z) dx = lim et sin(z) dx + / et sin(z) dx = / sin(z) dx + O(1/A).
t—0+ 0 xT t—0t 0 x A x 0 x

Alinsi, en passant & la limite en A — 0o on obtient en substance que S est continue en 0 et comme I = S(0) on
obtient I = /2.

Exercice 16 Transformée de Fourier

AR

Comme |f(z)e*| = | f(z)| pour tout z € R, Dintégrabilité de f assure que ¢ — f(t) est bien définie.
Trivial.

Convergence dominée.

Convergence dominée.

Exercice.

Exercice 17 Transformée de Fourier d’une probabilité

1.
2.

Il suffit de remarquer que |e®*| = 1 est intégrable si y est une probabilité.

Exercice.

— Partage dans les mémes conditions 4.0 International”.

Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence Creative Commons “Attribution @ @ @


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr

1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD5 : Mesure produit

Exercice 1

Soit f la fonction définie sur Ry x [0,1] par f(z,y) = 2e~22Y — e~ %Y,
1. Montrer que f est B(R;) ® B([0, 1])-mesurable.

2. Calculer f[0,1] (fﬂh flz,y) dz) dy et fR+ (f[O,l] flz,y) dy) dz. Conclure.

Exercice 2
Soit f : R — R, une fonction borélienne positive.

1. Montrer que 'ensemble A, = {(x, y)ER?2:0<y < f(a:)} est un borélien de R? et calculer \a(Ay).

2. Méme question pour le graphe de f défini par Gy = {(sc, f(x)):xze€ R}.
3. En déduire que AM({z € R: f(z) = y}) = 0, AN(dy)-p.p..

Exercice 3

OOO jﬁ‘;{ = dx est bien définie et vaut également I = —2 |, Llogz gy,

0 1—x2
o g N dzdy L
2. Calculer, en justifiant, de deux facons différentes I'intégrale fRi )iy et en déduire la valeur de I.

1. Montrer que l'intégrale I =

3. Déduire de la question précédante et d’un développement en série entiere de 1/(1 — x2) les égalités

1 2 1 2
= et — =
Z(2n+1)2 s ¢ Zn2 6

n>0 n>1

Exercice 4
Soit (X, X, u) un espace mesuré. Soient f et g deux fonctions mesurables positives sur (X, X).
1. Montrer que A = {(x,t) € X x R4 : f(z) >t} € X @ B(R4).
2. Montrer que [ f du = fR+ u({f >t}) M(dt).
3. En déduire que pour tout p > 1, [, g* dp = fR+ ptP~u({g > t}) A(dt).
4. Que dire de fx ¢o f du si ¢ est croissante de classe C! sur R, qui s’annule en 0.
)

. En considérant 'application de X xR xR dans R, notée F, qui a (x, s,t) associe 1[5 oo[(f(2))1f,00[(9()), montrer
que

/ng dp = /Rz p({f > s}yn{g>t}) dsdt.

Exercice 5

Soit f une fonction de R? dans R. Soit I un intervalle de R. Dans chacun des cas suivants, déterminer si f est Lebesgue
intégrable sur R? et calculer, si elles existent, les intégrales itérées [} [, f(z,y) dady et [, [} f(x,y) dyda.

—1 siz>0et0<y—a<1,

22 — g2 2 siz>0etl<y—a<2
avec I =[0,1] et f(x,y)= " six>Oet2<y—x23

Y
VNIV R avec I = R.
(22 + 2)2
0 sinon,

f@%y):

Exercice 6

Soient f et g les fonctions définies sur Ry par

(o ol [e’e) . 2
(@) :/ T —to gy et g(t) :/ (smx) et dx.
0 z 0 z

1. Montrer que f est continue sur R* et g sur R,.




2.
3.

sinx

Calculer f(t) pour tout ¢ > 0 en partant de I'égalité 2= = fol cos(zy) dy.

Calculer g(t) pour tout ¢ > 0 en partant de 1’égalité (%)2 = fol %3”’) dy. En déduire g(0).

Exercice 7 Intégration par parties

1.

Soient p et v deux mesures finies sur B(R). On désigne par F et G leurs fonctions de répartition respectives, c’est a
dire
VeeR F(z)=p(] —o0,z]) et G(x)=v(—oco,z]).

Pour des réels fixés a et b, avec a < b, on définit A = {(z,y) € R? : a < y < x < b}. En calculant de deux fagons
différentes p ® v(A), montrer que

/] ) + / GOu(dt) = FH)G ) — F(a)Cla).

la,b]

. Soient f et g deux fonctions mesurables positives et A-intégrable sur R. On pose

x

Yz € R F(x):/ fdx et G(x):/ g dX.
Montrer que F' et G sont les fonctions de répartitions de deux mesures finies sur B(R). En déduire que

Va,b e R,a <D, / F(z)g(x) dx + f(z)G(x) de = F(b)G(b) — F(a)G(a).
[a,b] la,b]

Que se passe-t-il dans la question précédante si I’on remplace la mesure de Lebesgue A par la mesure de comptage
sur N7

Exercice 8 Convolution

Soient f et g deux fonctions de E]}W(/\d). On définit le produit de convolution de f avec g, noté f * g, sur R% par

DA

Ve eRY,  fxg(x)= / flz—1t)g(t) dt.
Rd

Montrer que f*gE,C]le et que fxg=g=xf.
Calculer f * g pour f =g = 1,1 (d=1). Commenter.
Montrer que si f est de classe C* & support compact, alors il en va de méme pour f * g.

Montrer que si f et g sont positives d’intégrale 1, il en va de méme pour f * g.

Montrer que m = fﬁ (On pourra supposer d =1.)
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Exercice 1

1. La fonction f est continue donc mesurable.

1
/ / 2e72 _ =™ dxdy = 0,
0o JRr,

1 o0 —T
/ / f(z,y) dydx = / ¢ (1—-e7%) dz =log?2.
Ry JO o

En réalité, nous sommes pas obligé de savoir calculer exactement 'intégrale. En fait, I'intégrande est positive continue
et n’est pas la fonction nulle, donc 'intégrale est strictement positive.

2. On calcule

et

Conclusion : 'intervertion des intégrales n’est pas licite. Ce que 'on constate, c’est que la fonction f n’est pas de
signe constant. Une étude un peu poussée montrerait qu’elle n’est pas intégrable non plus.

Exercice 2

1. On pose h(z,y) = f(x) — y. C’est clairement une fonction borélienne que somme de deux applications boréliennes.
On remarque Ay = h=1([0,00)) NR x [0,00)) donc Af est un borélien. Ensuite, en utilisant le théoréme de Fubini
pour les fonctions positives et la décomposition de Ay en tranche verticale, on obtient

2a(an) = [ 14, (a) M) = [ [ 1 gy ) M) = [ fia) Ao

2. La mesurabilité de Gy vient du fait que Gy = h=1({0}) olt h est la fonction mesurable définie par h(z) = f(x) — =,
r eR.
Soit ¢ une fonction continue strictement positive et intégrable sur R. Introduisons pour n > 1, ’ensemble G;ﬁ =
{(z,y) € R? : f(z) — ¢(z)/n < y < f(z) + ¢(z)/n}. En utilisant cette fois-ci, les fonctions hy, 4+ (z,y) = f(z) £
P(z)/n—y, G} = hy 4 ([0,00)) N A, L ((—00,0]) NR x [0,00), pour tout n > 1, G} est un borélien. En utilisant, le
théoreme de Fubini pour les fonctions positives et la décomposition de G;} en tranche verticale, on obtient

n

Ao (G) = /]R 200) _ o1 /m).

Ceci montre en particulier que Ay (G?) < 0o pour tout n > 1. De plus G = ﬂnzlG? (ceci montre d’une autre fagon
la mesurabilité de G, soit dit en passant). Ainsi,

A2(Gp) = A2(NnG}) = lim Ax(GF) = 0.

3. En reprenant les notations du cours, nous avons que {z € R: f(z) =y} = (Gy)Y est la section horizontale de G.
Le théoreme de Fubini pour les fonctions positives implique

0=X(Gy) = /RA((GN) Ady),

or la fonction y — A((G)®) est mesurable positive, elle est donc nulle presque partout.

Exercice 3

1. La fonction z — log(x)/(z% — 1) est mesurable positive donc I'intégrale est bien définie. On calcule

1 0o
log x log x
1= / 2g dx + / 2g dz.
0o r4—1 1 ¢ -1
Dans la seconde intégrale, faire le changement de variable z = 1/y pour les fonctions positives, apres simplification,
on obtient le résultat.




2. On utilise le théoreme de Tonelli pour intervertir 'ordre d’intégration. On obtient d’une part

ey (ol
/R(1+y)(1+x2y)_/o (1+y)vy y,

2
+

puis en faisant le changement de variables y = 22

—_— 2.
77/0 T 7w/

D’autre part, une décomposition en fraction irréductible donne

, on obtient finalement

1 1 1 z?
A+y)(1+22y) 1—22 [1+y 1+a2y]|’

Une primitive (en y) est donnée par

log (1—11-—;32131)
1—22

[ Y o T E P
o Jo (I+y)(d+z%y) o l—-=

Donc I = 7%/4.
3. Le développement en série entiere de (1 — 2?)~! est donné par

1 n
1_7:132:2372, ‘x|<1

n>0

Do,

Le théoreme de convergence monotone appliqué a x — —logz >, -, 22" et une intégration parties donne

1 1 x2n+1 1
I= Z/o —2log(z)2*" dx = Z/o —2log(z)d <2n—|— 1) = 22 Gnii)y = ?/8.

n>0 n>0 n>0

Le calcul de la deuxieéme série se déduit facilement en découpant la somme sur les entiers pairs et impairs.

Exercice 4

1. Voir exercice 2.
2. Voir exercice 2.

3. Il suffit de remarquer que
/g” dp = / (g > t7) dt,
0

et faire le changement de variables ¢t = yP.

4. Le principe est le méme puisque ¢ est bijective d’inverse C, on fait un changement de variable ¢t = ¢(y). On obtient

Il oo
Jeotan= [T utr=000 a

5. On observe que

/2 pw{f >stn{g>t}) dsdt = / F(z,s,t) p(dr)dsdt.

2
]R+ X><R+

Puis par le théoreme de Tonelli,

/ g P00 lde)isdt = / [ / () ds [ 122 (9t dt} lda)

Enfin,
/ 1o (f(2)) ds = / Lo, (3) ds = f(z).
Ry R

+

D’ou le résultat.



Exercice 5

Exercice 6

1. Soit t > 0 et (t,) une suite de réels strictement positifs convergeant vers ¢. Par le théoréme de convergence dominée
avec domination par # — Ke %% ol tg = inft,, donne la continuité de f en t. La fonction g est de méme continue
sur Ry en utilisant la dominant par

< | sin | ) 2
%
x

2. Une fois l'ordre d’intégration interverti par le Fubini-Lebesgue, on écrit que cos est la parti réelle d’une exponentielle
complexe. On trouve

1
f@) = t/o ﬁoj_iny = % [t arctan(y/t)](l) = arctan(1/t) =40 m/2.

Remarquons qu’on retrouve la valeur trouvée dans l'exercice 15 du TD 4, cependant il faudrait montrer que cette
limite est effectivement f(0) ce qui en soi était 'aspect technique de I’exercice en question.

3. On utilise 'astuce de la question précédente et le théoreme de Fubini-Lebesgue, on obtient

/ / / 2y cos(2xyz)e dxdydz—/ / t2—|—4y2 5 dydz = / — log( (1+422/t?) dz

/l/t log(1 + 4u?) 4
——— du.
0

1 u2

Une primitive est donnée par
log(1 + 4z?)

G(z) = 4arctan(2z) — —

d’out
g(t) = arctan(2/t) — tlog(1 +4/t?), et g(0) =7/2,
par continuité de g en 0 (noter, en effet, que cette forme analytique est valide seulement pour ¢ > 0).

Exercice 7 Intégration par parties

1. D’une part, on a

pE ) = [1o(@) [Uoai0) vidmutdn) = [ G0 ulat) - () - F@)Gla),

Ja,b]

D’autre part,
pe ) = [Uon(@) [ (@) udelvldy) = (GO) - G@IF®) ~ [ F(E) vido).

Ces deux quantités sont égales par le théoreme de Tonelli d’ou ’égalité.

2. On définit p et v pour tout A € B(R) respectivement par

,u(A):/lAf d\ et V(A):/lAg dA.

On vérifie facilement que p et v ainsi définie sont des mesures. Comme f et g sont intégrables, elles sont finies. Enfin,
par définition, F' et G sont les fonctions de répartitions des mesures u et v respectivement.

On applique I’égalité précédente a ces fonctions de répartition en remarquant que les mesures i et v ne chargent pas
les singletons si bien que 1’on peut fermer les intervalles et remplacer F(t) par F(t). On obtient alors

/[ ) F(z)g(z) dz + f(2)G(z) de = F(b)G(b) — F(a)G(a).

[a,?]

3. Si on remplace la mesure de Lebesgue par la mesure de comptage sur Z, on ne peut plus fermer les intervalles
systématiquement et F(t~) = F(t — 1) pour tout ¢t € Z. Au final, on obtient pour tout a < b € Z,

Z F(k—1)g Z f(k F(b)G(b) — F(a)G(a).

k=a-+1 k=a-+1



En introduisant la notation AF (k) = F(k) — F(k — 1) d’ou

b

> F(k-1)AG(k Z AF(k F(b)G(b) — F(a)G(a).

k=a+1 k=a+1

Il s’agit en réalité de la transformation d’Abel. Comme exercice, on pourra en déduire le critere d’Abel pour les
séries numériques.

Exercice 8 Convolution
1. Nous avons par Tonelli

[17 9@ de< [ [ 15~ ollg(o) dude = |11 gl

On fait le changement de variables t = z — u qui est un C'-difféomorphisme de R? dans lui-méme, on obtient

x):/f(x—t ) dt = /f glx —u) du=g=xf.

2. C’est la fonction triangle supportée par [0, 2] et de hauteur maximum 1.

3. C’est de la convergence dominée : en remarquant que les dérivées sont continues donc bornées sur les compacts on
obtient & chaque fois une domination par || f*)1||sg ott K est un compact tel que f*)1c = 0.

4. Par le théoréme de Tonelli

//fx—t dtdm-/g(t)/f(x—t) d:cdt:/g(t) dt=1.

5. Le théoreme de Fubini-Lebesgue et 'invariance par translation donne

Frg(t) =/f*g et dm-//f z—y)g(y)e'™™ dydar—// Wy(y) fz—y)e Y dwdy:/f(t)g(y)e”y dy,

d’ou I'égalité.
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TD6 : Changement de variables et convolution

Exercice 1 Normalisation de la gaussienne

Soit f: R% — Ry la fonction définie pour (z,y) € R2 par f(z,y) = yexp (—y*(1 + 2?)/2). Apres avoir justifié que f est
Lebesgue intégrable sur R, montrer en calculant de deux fagons différentes Jg2 f(x,y) dzdy que
+

Oo—ﬂ?Q/?d: T
/Oe x\/;

Exercice 2

Calculer, en justifiant, les intégrales suivantes

J

ol A est le domaine intérieur au triangle ABC avec A = (0,—1), B=(1,3) et C = (0,1).

sin(y)e” @) dady et / zy? dxdy,
A

2
+

Exercice 3 Fonction Gamma d’Euler

On pose, pour tout t € Ry, T'(t) = fooo xt e dux.
1. Montrer que la fonction I' est bien définie sur R et que, pour tout ¢t € RY, I'(t + 1) = tI'(t). En déduire que

'(n) = (n—1)! pour tout n € N*. Montrer que I'(1/2) = V2 [;° ¢=**/? du = /7. En déduire la valeur de I'(n +1/2)
pour tout n € N.

2. Montrer, en considérant le changement de variables 2 = ¢(u) = t + uy/t que

[e’e) t
T't+1) = tt\/ie_t/ <1 + u) e~V du.
¢+1) Vi Vit

3. En déduire que, pour toute suite de réels (¢,)nen tendant vers oo,

t
" Dty + 1
it () 2 [ v

t
4. Montrer que lims_, ff\/g (1 + %) e~V dy = \/g On pourra pour cela poser © = —v et remarquer que pour
tout z €] — 1,0], log(1 + z) < x — 22/2.
t
5. Montrer que lim;_ o fooo <1 + %) e~ Wt dy = \/g On pourra étudier les variations de la fonction suivante :
x —log(l+ ) —z +2%/(2(1 + )).
6. Etablir la formule de Stirling étendue : T'(t + 1) ~— o (ﬁ)t V2mt.

e

Exercice 4 Fonction Beta d’Euler

Soit A = {(z,y) € R?: 2 +y = 0}. Soit ¢ la fonction de R? \ A dans R? définie pour tout (z,y) € R?\ A par

= (02,

r+y

On fixe a, b deux réels strictement positifs.
1. Montrer que ¢ est un C*-difféomorphisme de R? \ A dans R* x R.
2. Déterminer graphiquement ¢(] — oo, —1]2), ¢(]0, c0[?) et ¢(]0,1]?).
3. Montrer que la fonction f : v — v71(1 —v)?~!1) ;((v) est Lebesgue intégrable.
4. Soit v la mesure sur (R, B(R)) de densité f. Montrer que

/ e~ @) o= 1yb=1 dudy = y(R)T(a + b).
10,002

En déduire v(R).



Exercice 5 Fonction Beta d’Euler, suite

On pose B(a,b) fo a? (1 — v)*~1 dv pour a,b des réels. Soient p, ¢, et s des réels strictement positifs.

1. Calculer, en fonction de B, 'intégrale

J = / eP 7 1 — -y — 2)5 ! dadydz,
D

ot D = {(x,y,2) € R% xRL xR : 2 +y+ 2z < 1}. On pourra utiliser le changement de variables

X=z+y+z, Y:yiﬂ Z = -

rH+y+z’ r+y+z

2. Exprimer J en fonction de I'. Qu’obtient-on lorsque p, g, et r sont des entiers.

Exercice 6 Calcul d’intégrales multiples

1. Pour le domaine D = {(z,y) € R? : 2 > 0,y > 0,1/2 < x +y < 1}, calculer fDexp (I+y) dxdy.

2. Soit D = {(z,y) e R?: 1 <22 + 2% < 2 0 < y < x}. Trouver un difféomorphisme T de D dans D' = {(u,v) € R? :

1 <u<2,0<wv<1}. Calculer [, * my dxdy.

3. Calculer fD % ou D = {(m,y) cR?: 2—2 + y—2 < 1} pour des réels non nuls a, b.

b2

Exercice 7

Soient A une matrice réelle m x m symétrique définie positive et B une matrice de taille m x m. Montrer que

1 T 1
/m exp —(Az,z) do = | —— det 1 /m<Bx,9c> exp —(Ax,x) do = §Hdet7Atrace (BA™Y),

ou (-, -) est le produit scalaire usuel sur R™.

Exercice 8

1. Montrer que Papplication ¢ : (z,y) — (z + y, zy) de R? dans lui-méme est un C*-difféomorphisme de

U={(r,y) eR*:0<x <y} dans V ={(u,v) €R?:u>0,v>0,u®>4v}.

2. Soit A {( y) ER? 12 < x4y < 4,2y > 1,z < y}. Calculer 'intégrale, aprés avoir justifié son existence,

S (@® = y?) cos(zy) dady.
Exercice 9 Volume d’une boule
On cherche a calculer le volume V,, de la boule euclidienne B,, de R™, n > 1, définie par
Bn={(x1,...,2,) ER" :z? 4+ + 22 <1}

On note A\, la mesure de Lebesgue dans R™ (donc V;, = A\, (By))-
1. Calculer V; et V5.

2. Soit n > 3, montrer que
Vn = Vn,Q/ (1 — x% — I%)(TL_Q)/Q d)\g(xl,xg).
B>
n/2
w3
4. Montrer que M, (rB,) = r?V,, pour tout r > 0.

3. En déduire que V,, = $FV;,_2 et que V,, =

Exercice 10 Effet régulariant de la convolution
Calculer le produit de convolution 1jg 1] * 1j9,1). Commenter.

Exercice 11 Approzimation de lidentité

Soit ¢ € L' (R?) telle que [ ¢ d\q = 1. Pour tout n > 1, on définit ¢,, par ¢, () = né¢(n

suite de "approximation de I'identité.

x). Montrer que (¢y,),>1 st une



Exercice 12 Transformée de Fourier, transformée inverse

Soit f € LY(R4). On rappelle que la transformée de Fourier de f est définie par
ft) = f(@)et™® dy, t e R
Rd

ott (-,-) désigne le produit scalaire sur R?. On considere pour tout n > 1 la fonction a,, définie par

d
1
an(z) = (21) " exp <_n Z |xz|> , zeR%
i=1

1. Calculer la fonction a,, = a,, et montrer que c’est une approximation de l'unité.

2. Soit f € LY(RY) telle que f € L*(R%). Montrer que, pour tout = € R,
oy * f(2) = / an () f(t)e b dt.

3. En déduire la formule d’inversion de Fourier

4. On pose f(x) =e %l ot z € R et a > 0. Calculer f et en déduire la transformée de Fourier de h(x) = Tlﬂ

Exercice 13 Densité des fonctions C2°(R?)

Une fonction f : R? — R est dite & support compact si il existe K C R? compact tel que f(z) =0 dés que = ¢ K.
On définit ¢ : R? — R pour tout 2 € R? par

o) = o [~ ] sl <1,
0 sinon.
Montrer que ¢ € C2°(R?).
Donner une suite (¢,,),>1 d’approximation de I'identité d’éléments de C2°(R?).
Justifier 'inclusion C2°(R%) C LY(R?).
Montrer que C’g"(]Rd)H'H1 = L!(R%).

Que peut-on dire & propos de C¥(R?) 'espace des fonctions k fois contintiment différentiables & support compact ?

AN
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1ERE ANNEE THEORIE DE LA MESURE - CURSUS MATHEMATIQUES ENSAI

TDG6 : Changement de variables et convolution

Exercice 1 Normalisation de la gaussienne

La fonction f est mesurable positive de Ri dans R. On peut appliquer le théoreme de Tonelli. Ainsi, d’'une part

> exp(—y2(1+x2)/2r /°° 1
vy) dedy = - de = dz = /2.
/Rif(ry) xdy /0 [ 1422 N A e T/

o 2/2 > —x%y?/2
/ flz,y) da:dy:/ ye Y / e TV /% dxdy.
R2 0 0

On fait le changement de variable u = zy et on obtient

o0 o0 o0 2
/ e_y2/2/ e~ /2 dudy = (/ eV’/2 dy)
0 0 0

Et d’autre part,

D’ou le résultat.
Exercice 2

Tout d’abord par le théoreme de Tonelli

/ | sin(y)e”@+Y)| dady < / e " d:c/ e Vdy=1.
R 0 0

Ceci montre la condition d’intégrabilité nécessaire a I'application du théoreme de Fubini. Ainsi,

I

Pour la deuxieme intégrale, la fonction (z,y) — zy? est continue sur le compact A donc bornée sur ce compact A. Ainsi,
elle est intégrable et le théoréeme de Fubini donne

1 p2z41 1
56 20 2 2

/scydedy:// a?deyda::/——mg—l——x:‘—fmg—i—fa:dx:...
A 0 Jaz—1 o 3 3 3 3

Exercice 3 Fonction Gamma d’Euler

2
+

sin(y)e 7Y daxdy = / sin(y)e ¥ dy = 1/2.
0

2
+

1. Par une IPP,
t+1)= / rle™ dx = [—e "at]° +t/ e 2zt do = tI'(¢).
0 0

On calcule I'(1) = 1, I'(2) = 1, I'(3) = 2. Ainsi, par récurrence sur n € N*, on montre que I'(n) = (n — 1)
11 suffit de faire le changement de variable x = 32 /2 et il vient I’égalité

O A
0

d’apres I'exercice 1.
On a la relation de récurrence pour tout n > 1
V7 (2n —1)!

P(n+1/2) = T(n—1/2)+1) = (n— 1/2)T((n—1)+1/2) = T(n+1/2) = v [] 2" ka)+1 = P
k=1

2. Faire le changement de variable demandé.
3. Par la question précédante, nous avons

t t
e\ " T, +1) / ( u>n_ .
_ P S L/ - g ooq(u) [ 14 e "V du.
<tn ) V tn R [ b [( ) tn

Le lemme de Fatou implique que
t t
it ()Tt D) u N v
hnrr_l)loréf (%) L > /Rhmlnfl[fm’oo[(u) (1 + m) e du.

La limite inf dans 'intégrale est en fait une limite : pour voir ca, passer a la forme exponentielle/log, puis utiliser
une dl a 'odre 2 du log et on obtient le résultat.




4. La limite est clair si on arrive & justifier I'intervertion limite/intégrale. En utilisant la forme exponentielle/log et

—u?/2

I'indication, on trouve une domination par u — e . Plus précisément,

e~ uVEgtlog(14u/vi) < e—uz/Q, u/V't €] —Vt,0].

On conclut par le théoreme de convergence dominée. Notons que la majoration de l'indication est en fait les deux
premiers termes de la série entiere de log(1 + z), il suffit de vérifier que le reste est négatif pour x € (—1,0].

5. En notant, g(x) = log(1 4+ z) — x + 2({”7%7 on trouve ¢'(z) = 3oy Alnsi, g’ est négative sur Ry et donc g est
2(?742@) pour tout x > 0. Par raisonnement similaire &
précédemment, on obtient une domination u — exp(—(u?/2)(1+u/t)~1). A u > 0 fixé, cette quantité est monotone
décroissante en t. Si t,, — oo, il existe N > 0 tel que pour tout n > N, t, > 1. Pour tout n > N, on a donc la

minoration

décroissante sur Ry . Cela induit I'inégalité log(1 + z) < x —

u? 1 >u2 1
2 1+u/t, = 2 1+4u

et on peut utiliser la domination uv — e—u’/(2(1+u) qui est intégrable. Le théoréeme de convergence dominée permet
de conclure.

6. Conclure.

Exercice 4 Fonction Beta d’Euler

1. On pose (u,v) = ¢(z,y) € R* x R, et calulons ¢! en résolvant le systéme

{u:m—l—y {:z:uv
z —
v= 5 y=u(l—v)

Ainsi, 71 (u,v) = (uv,u(1 —v)). Il est clair que ¢ est C* sur R? \ A. De plus, ¢~ : R* x R est également C. Aussi
¢ est un C'-diffSomorphisme de R? \ A dans R* x R.

2. On a

— ¢(] — 00, _1]2) =

T ¢(]07 00[2) :]Oa OO[X]Oa 1[7

— ¢(]0,1]?) =]0,1]2 U D ot D est le domaine délimité par la droite d’équation x = 1, les courbes d’équation

y=1/zety=1—1/x avec z € [1,2].
3. La fonction f est Riemann intégrable sur l'intervalle [0, 1] donc Lebesgue intégrable.
4. On effectue le changement de variable (z,y) = ¢~ !(u,v) qui est un C'-difféomorphime de 0, oo[x]0, 1[ dans ]0, co[>.
La jacobienne de ¢! est
—1 _ (% u
D¢ (U,U) - (1 —v _u>

On obtient det (D¢~!(u,v) = —u. D’oll, par la formule du changement de variables
o] 1
/ e~ @) pa=lyb=1 qudy = / / e a1y (1 — )71 dudv = v(R)T(a + b).
10,002 o Jo

D’un autre coté, par le théoreme de Tonelli, on a
v(R)I'(a + b) =T'(a)T'(b).

L'(a)T'(b)
T(a+b)

La constante Beta(a,b) = est une constante remarquable intervenant dans la définition de la loi Beta.

Exercice 5 Fonction Beta d’Euler, suite

1. On fait le changement de variables

Y+ z z
XY, 7)=¢(x,y,2) =[x +y+ 2, ,
( ) =oey.2) < Y x+y+zx+y+z>

qui s’inverse en
(x,y,z) = ¢_1(XuKZ) = (X(]' _Y)aX(Y_ Z)7XZ) €D.

Ainsi, ¢ est un C'-difféomorphisme de D sur ¢(D) =]0,1[x{(Y,Z) e RZ : Z <Y < 1} =0, 1[xA.



On calcule la jacobienne de ¢!, on trouve

1-Y -X 0
Do Y X,)Y,Z)=|Y~-Z X —X| et |D¢ ' X,Y,Z)=X">
Z 0 X

La formule du changement de variables donne

J= / Xpratr=3(1 Y)Y Yy — 2)1 7" (1 - X)*71X? dXdYdZ
10,1[x A

1
/ Xp+q+r 1( S 1 dX/ p 1 Y Z)q 1Z7~ 1 Ay dz
0
=B(p+q+r,s)/(1—Y)P YNy —z)1tzmt dyadz.
A

En dessinant le domaine A dans le plan (Y, Z), on peut intégrer par tranche horizontales et on obtient

1,1 1 -2
/ / A=) Ny —-2)rtz "t avdZ = / / A=) YNy -2)r'7"  dzdy
0o Jz 0 Jz
Il reste & faire le changement variable unidimensionnel Z = Yw et appliquer Tonelli
1 1-Z 1,1
/ ZH/ 1-Y)Y Y - 2)7 dzdYy = / / (1 —-Y)Ptyrtat(1 — )T tw" dwdY = B(q+r,p)B(r,q).
z
Ainsi J=B(p+q+r,8)B(g+7rp)B(r,q).

Exercice 6 Cualcul d’intégrales multiples

1. On fait le changement de variables u = x — y et v = z 4 y alors,

/ exp i dxdy :/ e UV dudv /2,

p Tty A

ol A est le trapeze d’extrémités (1/2,1/2),(—-1/2,1/2),(—1,1),(1,1). Une paramétrisation de A est donnée par
A={(u,v) €R?:1/2<v<1,—v<u<uv}

Ainsi,

1 1 v 1
/ e—u/v dudv/2 = 7/ / e~ dudv :/ vsinh(1) dv = 3sinh(1)/8.
A 2 J12J -0 1/2

2. On pose T(x,y) = (2% + 2y?,y/x) alors
u [ uw?
v) = )
142027V 14202

Pour inverser, on a juste supposer que z > 0, c’est compatible avec le domaine D, donc T est bijective de D dans
D'. Clairement, T et 7! sont des C'-difféomorphismes sur leurs domaines. On a de plus

—L (14 20?)73/2
DT (u,v) = | 2V (L4 2075 et |det DT~ (u,v)| = (1 + 20273
2\ T+202 u v

Le changement de variables donne

332 _ y2 1— 2 1 1— ’U2
dedy = ————— dud ——— dv.
/D 2 / (142023 77 /0 (1+202)3 ©
3. On fait le changement de variable z = apcos(6), y = bpsin(#) qui est un C!-difféomorphisme de ]0, 1] x [0, 27| dans
D*. On a

Do0.0) = (ents) et et et Do, 0)| = .

La formule du changement de variables donne

drd 27
/ e / / 1/2abp dpdf = abr.
D \/179:2/(12—3/2/172




Exercice 7

Comme A est symétrique définie positive, il existe une matrice orthogonale P et une matrice diagonale D = diag (a2, ...

inversible tel que A = P*DP et en faisant le changement de variable u = Px, on a

T 5 o Tm Tm
exp —(Ax, x) dx :/ exp —(Du, u) du = /eai“i du = \/ = \/ .
/m m };[1 R det D det A

Pour la deuxiéme intégrable, on fait le méme changement de variables u = Px et on obtient

m

/ (Bz,x)exp —(Azx,z) dr = / (PBP*u,u) exp —(Du,u) du.

Sl\)

L’application u — (PBP*u,u) est une forme quadratique en les u;, ¢ = 1,...,m. Il est facile de voir par symétrie que
les intégrales correspondant aux termes croisés w;uj, @ # j, sont nulles a l’aide d’un argument de parité. Il reste donc a

calculer pour tout i = 1,...,m l'intégrale des termes carrés u? et plus pécisément

—a2u?
/u?e Y% duy.
R

La trace de BA™! apparait alors naturellement.
Exercice 8
1. Calculons ¢! :

u=xr+y rT=u—y
{v:xy {yz—uy—kv:O

Ona A =u?—4v > 0dans V. Et donc y = (u £ vu2 — 4v)/2. Pour choisir le signe dans I’expression de y on utilise

la contrainte x < y qui impose

T = u—vu2—4v
- 2

y = ut+vu2—4v
- 2

Les applications ¢ et ¢! sont clairement C' sur U et V respectivement.

2. L’ensemble A est le domaine relativement compact comgis entre les droites D : y =z, Dy : y = 4 — x et la courbe
C' de ’hyperbole  — 1/x. La fonction est continue sur A compact donc intégrable. Probablement une astuce pour

le calcul de 'intégrale.

Exercice 9 Volume d’une boule

1. Pour V3, on fait le changement de variable x1 = r cos(t), z2 = rsin(¢),

1
V1:/ dr=2 et / d)\gzﬂ'.
-1 B

2. On définit I'application ¢ pour y € R™ tel que yi + 33 < 1 par

¢(y17~-~7yn) = (ylayQa \/ 1 _y% _y§y3’7myn)

On remarque qu’en faisant le changement de variables 2 = ¢(y), on obtient

]-Bn (1') = ]-Bn (¢(y)) = 1Bn_2(y3a R ayn)lBQ (ylva) = 1B2><Bn_2 (y)

C’est & dire que ¢ est une application bijective C' de B,,_» x B, dans B,, d’inverse C'. On applique la formule du

changement de variables. On calcule

Do(y) = (Idz 0 ) ,

L—yi—vs

et M est une matrice de taille n — 2 x 2. La jacobienne est diagonale par bloc, on peut calculer le déterminant par

bloc et on obtient

n—2

det Dop(y)| = (1 —yi —3)"7 .

Finalement, par changement de variables et Fubini

V.=V, (1- x% - x%)(”ﬂ)/z dxidxsy.
B2



3. On fait le changement de variables x; = r cos(t), z2 = rsin(¢), on a
1
/ (1—a? —22)"2/2 doyday = 71'/ (1 — 2229 dr = 27 /n.
B 0

4. Faire une récurrence.

5. C’est le changement de variable y — ry.

Exercice 10 Effet régulariant de la convolution
Voir correction du TD 5.
Exercice 11 Approzimation de lidentité
Il y a trois points a vérifier :
1. On fait le changement de variable y = nx
ula) do = [ o) do= [ o) dy =1,
R4 R4 R4

2. A l'aide du méme changement de variables, on vérifie que

sup/|¢n\ dX\g :/|¢>| dXg < oo.

n>1

3. Soit € > 0, par le méme changement de variable

/ nip(nx) do = / & d)g,
llzl>e lyll>ne

qui tend vers 0 en ’infini car ¢ € L!.

Exercice 12 Transformée de Fourier, transformée inverse

1. Tl est immédiat que

d
1
an(t) = an(t) = (2m)7 ¢ H / exp — (|x]| + itjmj> dx;.
i=1/R "
Or,
0 [e%s) 1 - 1 .
. e © 1 1 = —it =+t 2
/6—%\w\+zt;r de:/ e;-{-zt:p d.’E-F/ e—g-&-ztw dr = l+ - _ — _ = i : + i _ _ : ’I’L2t2’
R o0 0 el ~+it 5+t Tzt +n
d’ou

ﬁ "
an(t) = S
e m(1 + n?t3)

Pour vérifier que «,, est une approximation de 'unité, il faut vérifier les trois points de la définition :

— a l'aide du changement de variables s = nlt :

d d d
n 1
antdt:/ ——dt; = /7(15-:1.
/Rd ) Rd}]ﬂ(m%@ ! H r(l+s3)

— Remarquons «, est positive donc (ap)n>1 est uniformément intégrable en faisant le changement de variable
ci-dessus.

— Soit € > 0 alors par le méme changement de variable

. 1
an(t) dt = / —— _dt; —0.
/|z|25 1;[1 jay1zme T(L+15) 7

J
2. Par définition, en utilisant I'intégrabilité de f et f , Fubini implique

ap * f(x) = an(t—=x = a et—2:8) = a F(&)e HE) ge.
i@ = [Lant—ap@ = [ [ a©c9 de ey de= [ an@F @6 de



3. Lorsque n — oo, la quantité & gauche tend vers f dans L! puisque o, est une approximation de Iidentité alors qu’a
droite, par convergence dominée, cela tend vers

(2m)™" [ f()e e de = (2m)~ f(—a).

4. Un calcul tres similaire a ceux de la question 1 implique que la transformée de Fourier de f est z — (afﬁ Ces
deux fonctions sont intégrables donc

ite

2a X e
ome™ el = [ T g = el = / —_dt
e /< )" ‘ el )

en faisant le changement de variables s = —t dans l'intégrale puis en posant a = 1.

Exercice 13 Densité des fonctions C°(R?)
1. C’est la composée de 3 fonctions C'*°, elle est donc C*>°. Comme ¢ est a support compact, il en va de méme pour
toute ses dérivées (les dérivées successives de ¢ sur {||x|l2 > 1} sont clairement nulles).
2. C’est I'exercice précédant.

3. Une fonction continue a support compact est Lebesgue intégrable car la mesure de Lebesgue affecte une mesure finie
aux compacts.

4. Comme ¢, est une suite d’approximation de I'identité ||¢, x f — f]|1 — 0. De plus ¢, x f est C°° & support compact.

5. Ces espaces contiennent I’espaces des fonctions C> & support compact, il sont donc denses pour la norme L.

Ce document est mis a disposition selon les termes de la licence Creative Commons “Attribution @ @
— Partage dans les mémes conditions 4.0 International”.


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr
https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.fr

